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1 Einleitung und Problemstellung

Das Programmsystem PROMO wird in der Industrie zur Berechnung von instationdren
Gasstromungen in Mehrzylinder-Verbrennungsmotoren eingesetzt. PROMO wurde in den
Jahren von 1970 bis 1977 an der Ruhr-Universitidt Bochum entwickelt. Nach den ersten
Erfahrungen von Anwendern wurde das Programmsystem 1979/80 iberarbeitet, und es
entstand die neue Version PROMO 2, vgl. H. Seifert uw.a. [1], [2], [3].

Instationire, kompressible und eindimensionale Rohrstémungen kénnen berechnet wer-

v
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den. AuBerdem sind die verschiedensten Rand- und Ubergangsbedingungen zwischen den
einzelnen Rohrstiicken realisiert (Blenden, Rohrverzweigungen, Zylinder ete.).

Einerseits hat sich PROMO in der Praxis bewihrt, andererseits wurden auch deutliche
Abweichungen der Rechenergebnisse von Messungen beobachtet. Aus dem Anwenderbe-
reich hat die Fa. Gillet (Hersteller von Auspuffanlagen) folgende Fragen aufgeworfen:
Wie muB die Orts- bzaw. Zeitschrittweite gewihlt werden, um eine bestimmte Genawig-
keit der numerischen Losung zu sichern? Wie kénnen die erzielten Ergebnisse theoretisch
beurteilt werden (Fehlerschitzung)?

Deshalb erscheint eine Betrachtung des Programmsystems aus mathematischer Sicht sinn-
voll.

Das verwendete mathematische Modell und die numerischen Losungsverfahren werden in
Kapitel 2 erlautert und in Kapitel 3 insbesondere beziiglich Genauigkeit und Fehlerver-
halten studiert. Mit den Ergebnissen einer zur Verfliigung stehenden Testrechnung wurde
das praktische Konvergenzverhalten der Niherungslosung untersucht. Das Resultat wird
in Kapitel 4 diskutiert. Die SchluBfolgerungen der Studien sind in Kapitel 5 zusammen-
gefafit. '

2 Beschreibung von PROMO: Mathematisches Mo-
dell und numerische Losungsverfahren

2.1 Kurzbeschreibung des Modells

Das Programmsystem PROMO ermoglicht die Simulation von instationdren Stromungs-
vorgdngen in Mehrzylinder-Verbrennungsmotoren. Rohrleitungen mit Rohrverzweigun-
gen, Blenden, Rohrerweiterungen und -verengungen, sowie Zylinder und Behélter sind
mogliche Komponenten einer solchen Verbrennungskraftmaschine. Die physikalischen
Vorgange wihrend der Ladungswechsel- und Verbrennungsphasen werden zu jeder Zeit
und an jedem Ort beschrieben durch die Zustandsvariablen

p Druck

p  Dichte

u  Geschwindigkeit der Gasteilchen

T Temperatur.

Das mathematische Modell des Rohrleitungssystems setzt sich zusammen aus glatten
Rohrstiicken, die durch Unstetigkeitsstellen unterbrochen sind.  Nimmt man an, daf



die ZustandsgréBen in den Rohrleitungen iber den Rohrquerschnitt konstant sind, dann
wird die Strémung beschrieben durch die eindimensionalen, instationaren Gleichungen der
Gasdynamik. Die eindimensionale Strémung wird gestort durch Drosselstellen (" Unste-
tigkeitsstellen”) wie Blenden, Rohrverzweigungen, Spriinge im Rohrquerschnitt, Zylinder
und Behélter. Die komplexen Stromungsvorginge in der Umgebung solcher Drosselstellen
kénnen nicht mehr eindimensional behandelt werden. Das Modell ersetzt die Drosselstel-
len durch Kontrollvolumina mit quasistationarer Stromung. Die instationdre Stréomung
wird "unterteilt” in aufeinanderfolgende stationire Stromungen, die zwischen Ein- und
Austrittsquerschnitt eines Kontrollvolumens stattfinden. Die Zustandsgréfien am Ein-
und am Austrittsquerschnitt sind gekoppelt durch die Gesetze der stationiren Strémung,
und sie entsprechen gleichzeitig den Randwerten der gekoppelten Rohrstrémungen.

Das mathematische Modell setzt sich somit zusammen aus

e Rohrgleichungen (- Beschreibung der eindimensionalen Stromungsvorginge in den
glatten Rohrstiicken)

e Ubergangsbedingungen (— fir die Zustandsvariablen an den Ein- und Austritts-
querschnitten von Kontrollvolumina, durch die unter quasistationéirer Stréomungs-
annahme die Drosselstellen modelliert werden)

o Randbedingungen (- fir offene Rohrenden mit oder ohne Blenden)

2.2 Rohrgleichungen

Eindimensionale, instationire, kompressible und nicht-isentrope Stromung unter Beriick-
sichtigung von Reibungs- und Warmeverlusten wird beschrieben durch das hyperbolische
System von Erhaltungsgleichungen (bestehend aus Kontinuitéts-, Impuls- und Energie-
gleichung)

dp 0 dinA
ot = ey
Do+t p) = g (2.)
a9 : ) :
—%(p% + L)+ ;%u(p%i +——=p) = 3; + iy
wobei
A Rohrquerschnitt (der von x abhédngen kann)
kr Reibungskraft auf ein Massenelement pAdz
q Wirmeiibertragungsrate
x,t Orts- und Zeitkoordinaten
K thermodynamischer Stoffwert
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Die Gleichungen (2.1) werden mit einem expliziten, zweistufigen Differenzenverfahren (aus
derselben Verfahrensklasse wie das Lax-Wendroff-Verfahren) gelost.

Fir die exakte Losung U = (p, pu,pif; + £} erhilt man Néherungslosungen U an
Gitterpunkten (2;,t,) in der x-t-Ebene. Die Losung U; ny1 zum Zeitpunkt ¢, = t, + At
ergibt sich aus den Werten Uiy n, Uy und Uiy zum Zeitpunkt ¢, (explizites Dreipunkt-
Verfahren), vgl. Abb. 2.1,

”
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Abb. 2.1: Zur llustration des Differenzenverfahrens

Bei vorgegebener Ortsdiskretisierung ist der Zeitschritt At durch die Courant-Friedrichs-
Lewy Stabilititsbedingung begrenzt.

Fiir die Randwertberechnung werden an jedem Rohrrand (”Grenze” zu einer Drossel-
stelle) drei Gleichungen bendtigt. Diese ergeben sich zum Teil aus den charakteristischen
Gleichungen (Vertriglichkeitsbedingungen) der Rohrstromung:

; dlnA ' !
dust —dp = (:}’:au( e kr(lF (x ~ 1)}—11) TH —gq)dt
Kp x a K P
dx
entlang - {l =uta (2.2)
2K Pda—dp = (pukr+q)dt entlang de
—-da—dp = (pukg + q)dt  entlang o=

wobel a = V/ kE die Schallgeschwindigkeit bezeichnet.

Es wird angenommen, daf |u| < a (Unterschallstrémung).

Durch jeden Punkt der x-t-Ebene laufen drei charakteristische Kurven. Auf jeden Rand-
punkt treffen zu jeder Zeit eine oder zwei charakteristische Kurven aus dem Rohrinneren
(wegen |u| < a!). Die Approximation der entsprechenden Vertriglichkeitsbedingung(en)
(2.2) liefert eine (zwei) Randbedingung(en). Die restlichen Randbedingungen ergeben sich
aus den quasistationdren Annahmen, die fiir die Strémung durch die gekoppelte Drossel-
stelle gemacht werden. Insgesamt S)mh, man von Ubergangsbedingungen (bis auf den
Fall eines Rohrendes).



Die Differenzenapproximation der Vertriglichkeitsbedingung
a o dr
du + ~—dp = DD(u,a,p)dt entlang o= - u - a,
Kp
wobei DD(u,a,p) fiir den Term auf der rechten Seite (vgl. (2.2)) eingefiihrt wurde, soll
exemplarisch erlautert werden, vgl. Abb. 2.2.
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Abb. 2.2: Zur Differenzenapproximation der Vertraglichkeitsbedingungen

(lesucht sind die Zustandsvariablen u, @ und p im Randpunkt P. Die Zustandsvariablen
in P, und P, seien bekannt (alter Zeitpunkt!). Dann gilt néherungsweise
1((1 + (_I_Ll)
u = uy + —-—f»»»-—il'w(p - py) = _' (DD(u,a,p) + DD(wyr, ays, prr)) At (2.3)
K

wobet

o sich die x-Koordinate xy des Fuipunktes Py der Charakteristik ergibt aus

At 1 1

1 .
‘« (2.4)
Ty - Ty 2 luta  upHap

o die Werte in Py mittels linearer Interpolation aus den Werten in Py und P, berechnet
werden.

Analog werden die iibrigen beiden Vertraglichkeitsbedingungen approximiert.

2.3 Rand- und Ubergangsbedingungen

Wichtiger Bestandteil der Rand- und Ubergangsbedingungen ist die Durchfluigleichung
von Saint-Venant:

i
|
s

&7‘5)

. ; T K o 2 LRa8 - P
M, = Ay/ 2[’011’01\/;":*‘1‘(Qi -y, =1



Sie beschreibt den theoretisch moglichen Massenstrom myy, einer stationaren Drossel-
stromung, vgl. Abb. 2.3.
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Abb. 2.3: Kontrollraum fiir eine Drosselstrémung

Die Gleichung ergibt sich aus my, = Apyu,, wenn man Energieerhaltung und isentrope
Stromung zwischen Eintrittsquerschnitt (Index 1) und Austrittsquerschnitt (Index 2) for-
dert. Fir A wird der volle Querschnitt vor der Drosselstelle eingesetzt. Dichte po; und
Druck pg; ergeben sich, wenn man den Zustand (py,uy, p1) isentrop und energieerhaltend
in einen Ruhezustand (pyy, gy = 0, poy ) umwandelt.

In Wirklichkeit verursachen Drosselstellen einen Impulsverlust der Stromung, und fiir den
tatsdchlichen Massenstrom o gilt

mo= o My (2.6)
mit dem Durchflulbeiwert «.
Der Durchfluflbeiwert o (Verhaltnis aus tatsachlichem und theoretischem Massenstrom)
muf} fiir alle Drosselstellen (d.h. Blenden, Ventile, Rohrenden ete.) gemessen werden.

Die Rand- und Ubergangsbedingungen einer Drosselstelle setzen sich zusammen aus

o der Kontinuitatsgleichung (hier gehen Massenstrome und die DurchfluBgleichung
von Saint-Venant ein, vgl. (2.5), (2.6))

e der FEnergiegleichung

o Vertriaglichkeitsbedingungen (charakteristischen Gleichungen) der gekoppelten Rohr-
gleichungen (vgl. (2.2)).

Die Kontinuitatsgleichung und die Energiegleichung ergeben sich aus der Annahme einer
quasistationdren Stréomung durch die Drosselstelle. Die Vertraglichkeitsbedingungen lie-
fern Informationen aus dem Rohrinneren der gekoppelten Rohre: Die Vertraglichkeitsbe-
dingungen der Charakteristiken, die aus dem Rohrinneren auf den Rand zulaufen, werden
approximiert (vgl. (2.3), (2.4)).



Randbedingung 'Blende am Rohrende’
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Abb. 2.4: Blende am Rohrende
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[. Randbedingungen beim Ausstrémen:

(25 % o P

Abb. 2.5 Klassische Blende, Rohrerweiterung, Rohrverengung

(1) puA = m  Kontinuititsgleichung (2.7)
mit m = arA/2 )50;)0\/ (()m - Q—t)) Q) = ﬁ}»
(2),(3)  zwei Vertréglichkei tbl.)edmgungen
II. Randbedingungen beim Einstromen:
(1) puA =m  Kontinuitatsgleichung
mit m o= oy 4\/2;)11\/ ((f)n - Q ) , Q= E
(2) &b+ % = :—};% Energiegleichung (2.8)
(3) eine Vertraglichkeitsbedingung
In jedem der Falle erhélt man ein nichtlineares Gleichungssystem in den drei Unbekannten
p,u und p. Das System wird in eine Fixpunktgleichung u = f(u) umgeformt und iterativ
geldst (Verwendung des Fixpunktsatzes von Banach). Vegl. dazu die Bemerkungen in
Kapitel 3.
| Die Spezialfille @ = 0 (geschlossenes Rohrende) und o = 1 werden gesondert beriicksich-
| tigt.
} Ubergangsbedingung ’Blende im Rohr’
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Ubergangsbedingungen:

1 g Ay =m VN v
() P12 . Kontinuitatsgleichung
(2) patty Ay =M '

T S " 2 st 5'¢

mit 7 = ad;/2po1Pot \/m(CQ~ - Q7% ), (2.9)

Q= 22 ‘
N R Po1

: Ao Mok 2 1M Bhereieele :
(3) oo St g Energiegleichung .
(4), (5)  zwei Vertriglichkeitsbedingungen aus dem an A; anschliefenden Rohr
(6) eine Vertriglichkeitsbedingung aus dem an A; anschlieBenden Rohr
Das nichtlineare Gleichungssystem fiir die sechs Unbekannten p;,ui,p; (¢ = 1,2) wird

iterativ geldst.
Bemerkung: Der Durchflulbeiwert « ist abhangig von der Art der Drosselstelle und der
Stromungsrichtung!

Ubergangsbedingung *Zylinder’

Behilter und Zylinder im Rohrleitungssystem sind sogenannte ”Drosselstellen mit Spei-
cherwirkung”. Der Gaszustand innerhalb des Zylinders (oder Behalters) geht in die Uber-
gangsbedingungen ein. Der durchstromte Raum wird als homogenes System mit quasista-
tiondrer Zustandsinderung betrachtet. Dabei wird angenommen, daf} sich die kinetische
Energie vollstandig in innere Energie umwandelt (d.h. die Teilchengeschwindigkeit ver-
schwindet).

:Vc-\h‘l | e Yj:"'A
R N H
Al i Y L
4 2
9‘ TZ ?Z
U, I'ﬂz ' ul
& Pz f

Abb. 2.
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5. Kontrollraum fiir einen Zylinder

Die Offnungsquerschnitte der Ventile sind zeitabhdngig. Die Durchflulbeiwerte sind von
Stréomungsrichtung und Ventil-Offnungsquerschnitt abhéangig. Man unterscheidet zwei

Phasen:
o Ladungswechselphase: Mindestens ein Ventil ist gedtfnet.

e Hochdruckphase: Die Ventile sind geschlossen; das Svstem Zylinder ist entkoppelt
von den angrenzenden Rohren.



Ladungswechselphase

O.B.d.A. werde der in der Abbildung gekennzeichnete Stromungsfall angenommen. Die
ZustandsgroBen am Eintrittsquerschnitt (Index 1) und am Austrittsquerschnitt (Index 2)
werden gekoppelt, indem man die Energie- und Massenbilanz fiir das System aufstellt.
Dabei werden bertcksichtigt:

e Arbeit, die vom Zylinderkolben verrichtet wird

o Wirmeiibergang in den Ein- und Auslafkanilen (nach Messungen; Zapf, 1968)

Warmeitbergang im Zylinderraum (nach Messungen; Woschni, 1970)
e Brennwirme (empirisch, nach Wiebe)
e Stoffwerte fiir Verbrennungsgase (nach Messungen; Justi, 1938, und Zacharias, |1 970)

Man erhilt ein gewshnliches Differentialgleichungssystem in ¢ fir die Zylindergrofien 1’z
und my. Insgesamt ergeben sich als Ubergangsbedingungen:

(1) Ty = fi(pr,ur, prs Tz, mz, pz, pa, Ua, P2) | aus Fnergie- und
(2) my = folpi,ur, pr, Tz, Mz, pz, pastia, P2) J Massenbilanz
(3) py = RmzTy/Vy allg. Gasgleichung
(R: Gaskonstante; Vz: Zylindervolumen, gegeben)
. S N ‘ .
(4) JRES Al =Ty =R (.,}'1/11 \/‘?ﬂm Po1 \/;;E»{ ((Q'* - (J K )« Cb) = 5‘(:1

Kontinuitdtsgleichung
Bem.: Der DurchfluBbeiwert oy ist eine Funktion des Ventilhubs.
1 ‘
(5),(6) zwei Vertraglichkeitsbedingungen aus dem an Ay anschliefenden Rohr  (2.10)

(7) prus Ay = 1Ty = g Agy/ E[’?ﬁ?\/ = (Q% - @ ﬁfl)« Q=L

Kontinuitiatsgleichung
(Bem.: Der DurchfluBbeiwert av, ist eine Funktion des Ventilhubs.)
K u’ K pr Q-

K~ 1pa 2 k—1pz my
(Q, : Wirmeiibergang im Auslafikanal)
(9) eine Vertraglichkeitsbedingung aus dem an A, anschliefenden Rohr

Energiegleichung

Die gewdhnlichen DGI'n werden durch ein Prediktor-Korrektor-Verfahren gelost: Expli-
zites Euler-Verfahren als Prediktor, Trapezregel als Korrektor. Wie die nichtlinearen,
algebraischen Gleichungen in das Verfahren eingebunden werden, geht aus dem Bericht
nicht genau hervor. Vermutung: Iterative Losung jeweils nach dem Prediktor- und nach
dem Korrektor-Schritt.

Hochdruckphase

Das DGl-System fiir die ZylindergroBen ist von den Rohrgleichungen entkoppelt. Es wird
mit einem Runge-Kutta-Verfahren geldst. Die Randbedingungen fiir dic benachbarten
Rohre ergeben sich aus der Randbedingung 'geschlossenes Rohrende’.

-10-
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Bemerkung zu weiteren Ubergangsbedingungen

Ein Behilter im Rohrleitungssystem wird dhnlich wie der Zylinder behandelt. Das re-
sultierende DGI-System fiir die Zustandsgrofien im Behalter ist jedoch einfacher gebaut,
da Einflugréflen wie die Brennwéarme wegfallen. Aufgrund konstanter Ein- und Auslaf-
querschnitte fallt die Abhangigkeit der Durchfluflbeiwerte von den Offnungsquerschnitten
weg.

Bei Rohrverzweigungen werden die Trennung oder Vereinigung von Massenstrémen in der
Kontinuitdts- und Energiegleichung berticksichtigt. Beliebig viele Rohrleitungen kénnen
durch ein Kontrollvolumen verbunden sein. Ein nichtlineares Gleichungssystem ist fir die
unbekannten Zustandsgroflen an den Ein- und Austrittsquerschnitten zu 16sen.

2.4 Numerische Losung: Zusammenfassung

Die numerische Losung der Modellgleichungen liefert Naherungswerte fiir die physikali-
schen ZustandsgroBen

e an diskreten Punkten im Inneven der Rohre
e an den Riandern der Rohre
e in Behaltern und Zylindern

zu aufeinanderfolgenden, diskreten Zeitpunkten.
In jedem Zeitschritt wird Folgendes geleistet:

e Losung der Rohrgleichungen mit einem zweistufigen Differenzenverfahren (ahnlich
Lax-Wendroff ). Der maximale Zeitschritt wird durch die CFL-Stabilititsbedingung
vorgegeben.

o Iterative Losung der nichtlinearen Rand- und Ubergangsbedingungen, falls diese
kein gewdhnliches DGI-System enthalten.

o Losung der gewohnlichen DGIl-Systeme fir Behilter- und Zylindergréfien mit ei-
nem Prediktor-Korrektor-Verfahren (Prediktor: explizites Fulerverfahren, Korrek-
tor; Trapezregel), gekoppelt mit einer iterativen Lésung der nichtlinearen, alge-
braischen Ubergangsbedingungen. Falls ein Zylinder anfgrund geschlossener Ventile
vom Rohrsystem entkoppelt ist (Hochdruckphase), werden die gewéhnlichen DGI'n
mit einem Runge-Kutta-Verfahren gelost.

Unstetigkeiten in den Ubergangsbedingungen treten auf, wenn sich an einem Rohrrand die
Stréomungsrichtung dndert oder wenn sich ein Ventil 6ffnet bzw. schlieBt. Die Zeitschritt-
wahl soll gewéhrleisten, dafl diese Zeitpunkte nicht im Integrations-Zeitintervall liegen, da
die Integrationsverfahren Glattheit der Funktionen voraussetzen. D.h.: Es sind teilweise
kleinere Zeitschritte notwendig als die CFL-Bedingung erlaubt ("Schaltpunkt-Technik”).

-11-



3 Kritik und Anregungen

Nach Aussage der Entwickler war es mit PROMO erstmalig moglich, die physikalischen
Vorginge im Rohrleitungssystem und in den Zylindern eines Mehrzylinder-Verbrennungs-
motors zu simulieren. Rechenergebnisse und MeBdaten zeigen gute Ubereinstimmung bei
verschiedenen getesteten Motoren. In diesen Fillen bewdhren sich das mathematische
Modell und die numerischen Losungsverfahren.

[nshesondere wird durch Messungen bestitigt, daB die quasistationdre Behandlung von
Drosselstellen und die Vernachlassigung der Teilchengeschwindigkeit in Behéltern und
Zylindern zulissig sind. Durch die quasistationire Betrachtungsweise kann eine Berech-
nung der komplexen, dreidimensionalen Stromungsvorginge in der Umgebung von Dros-
selstellen, in Zylindern und Behéltern umgangen werden. Der Anwender muf allerdings
Durchflubeiwerte fiir alle Drosselstellen des Motors bereitstellen.

Grenzen von PROMO sind in folgenden Punkten zusammengefaBt:

o Die Entwickler dokumentieren, daf deutliche Abweichungen der Rechenergebnisse
von den MefBdaten auftreten kénnen. Z.B. wurden im Bereich von Temperaturspit-
zen sogenannte " Uberschwingungen” der Niherungslosungen gegeniiber den MeBwer-
ten beobachtet. Die Probleme wurden als Schwiche des Differenzenverfahrens er-
kannt, mit dem die Rohrgleichungen geldst werden.

o Nach Aussagen von Anwendern kénnen Konvergenzprobleme beim iterativen Losen

der nichtlinearen Rand- und Ubergangsbedingungen auftreten.

o Die Rand- und Ubergangsbedingungen beschrinken sich auf Stromung im Unter-
schallbereich. Bei Uberschallstromung wird die Rechnung mit einer Fehlermeldung
abgebrochen.

Im einzelnen fallen folgende Schwachstellen auf:

e Da PROMO nur Stromungen im Unterschallbereich berechnet, wird vermutet, daf}
ein wichtiger Anwendungsbereich mit PROMO nicht zuganglich ist. Der Fall ”Uber-
schallstromung” kann in die Rand- und Ubergangsbedingungen aufgenommen wer-
den.

~ s

e Die Entwickler haben Schwiichen des Differenzenverfahrens erkannt. Es ist bekannt,
daB das Lax-Wendroff-Verfahren beim Losen der Gasgleichungen unerwiinschte Os-
zillationen hervorrufen kann - insbesondere in der Umgebung von Unstetigkeiten
(z.B. Schocks). Beobachtete erhebliche Fehler im Bereich von Temperaturspitzen
(wenn z.B. heiles Abgas auf kalte Luft trifft) deuten auf dieses Verhalten hin. Mit

modernen "high resolution methods” (z.B. TVD-Verfahren) werden selbst unstetige

Losungen von Erhaltungsgleichungen sehr gut angendhert. Fir die Simulation der

Rohrstomungen 1st ein solches Verfahren vermutlich besser geeignet.

e



» o Die Diskrepanz zwischen halbempirischer Modellbildung und sehr genauen numeri-
schen Lésungsverfahren fillt auf. Wie rechtfertigt sich das Runge-Kutta-Verfahren
(vermutlich 4. Ordnung) zur Losung der Zylindergleichungen wéhrend der Hoch-
druckphase, wenn bereits die Modellbildung viele "Ungenauigkeiten” enthalt (vgl.
MefBwerte fiir die Durchflulbeiwerte, empirische Funktionen fiir Brennverlauf und
Wirmeverluste etc.)? Insbesondere scheint die Kopplung des Runge-Kutta-Verfahres
mit dem Differenzenverfahren (2. Ordnung fiir lineare hyperbolische Systeme) nicht
sinnvoll zu sein.
! Man muB sich bewuft sein, dafl die Ordnung der Verfahren nur fiir hinreichend glatte
| Funktionen erhalten bleibt. Es wird zwar versucht, diese Glattheit im Integrations-
intervall zu gewihrleisten (vgl. Zeitschrittwahl), doch vermutlich hat man dadurch
nicht alle Unstetigkeiten im Griff (wenn z.B. Schocks auftreten). Vermutlich kann
mit einem Verfahren niedriger Ordnung zur Losung der gewdhnlichen Differential-
gleichungen — unter geringerem Aufwand - eine der Modellbildung entsprechende
Genauigkeit erzielt werden.

o Line einfachere Differenzenapproximation der Vertraglichkeitsbedingungen (vgl. (2.3),
(2.4)) ist denkbar — ebenfalls im Hinblick auf die halbempirische Modellbildung.
Versuche mit einem einfacheren Verfahren haben sich bei der Randwertberechnung
bewihrt, vgl. Engl [5]. Der Fulpunkt der Charakteristiken wird dabei nicht berech-
net, und dic 1 emltwu nden nichtlinearen Gleichungssysteme sind einfacher gebaut.

o Die nichtlinearen Gleichungen der Randbedingungen werden mit einer Fixpunkti-
¢ teration gemal Banach geldst. Drel nichtlineare Gleichungen werden umgeformt zu
einer Fixpunktgleichung fiiv die Geschwindigkeit: w = f{u). Tn Wirklichkeit hingt
| die rechte Seite auch noch von den anderen Unbekannten ab. Inwieweit dies bel
Anwendung des Konvergenzkriteriums beriicksichtigh wird und ob man noch von
einer Fixpunktiteration sprec ht N 1\,- nn, st zu untersuchen,
Wie bel den Ubergangsbe dingungen iteriert wird, insbesondere bet Kopplung der
[teration mit einem gewdshnlichen Different 1algl<1<bmmslosm‘ ist nicht klargeworden.
Falsche Konvergenzschliisse (fehlerhafte Anwendung des Konvergenzkriteriums von
Banach) werden vermutet.

e Auf die empfindliche Abhingigkeit der Losung von den Rand- und Ubergangsbedin-

gungen sei hingewiesen. Dies haben Versuche ergeben, in denen die Gasgleichungen
\
|

. mit verschiedenen, sinnvoll erscheinenden Rand- und Ubergangsbedingungen geldst
wurden, vgl. Engl, Rentrop [4], [5]. Diese Fehlerquelle darf nicht unterschitzt wer-
5 den.

4 Auswertung einer Testserie

Fiir ein einfaches Testbeispiel stand eine Serie von Rechenergebnissen zur Verfligung.
Berechnet wurde ein System bestehend aus zwei Rohren und einem Zylinder. Das An-
saugrohr hat eine Lange von 6 em, das Auspuffrohr ist 18 m lang ("unendlich langes
Rohr”). Verbunden werden beide Rohrstiicke iiber einen Zylinder. Die Testergebnisse



a

hestehen aus den zeitlichen Verlaufen von Druck und Geschwindigkeit an fiinf Rohrstel-
len des Auspuffrohres (0m, 0.5m, lm, 1.5m, 3m), gerechnet mit verschiedenen Orts- bzw.
Zeitschrittweiten,

4.1 Schrittweitensteuerung in PROMO

Eingabeparameter fiir die Orts- und Zeitdiskretisierung in PROMO ist die Startzeitschritt-
welte Aty (mwmcbc‘n in G md Kurbelwelle: "AV). Die verwendete (71‘(‘%%(‘111‘“tweite Ax

(fiir alle Rohre) ergibt sich aus der Stabilitatsbedingung (vgl. Kapitel 2. 2.2) als

wobei der Faktor v u.a. von der zu erwartenden maximalen Rohrgeschwindigkeit abhangt.
Diese Oiisthskm sierung bleibt im Verlauf einer Rechung unverindert.
Die interne Zeits cm ittwerte

At st jedoch \!‘Miaii)(éL Sie wird so gewihlt, daf die Stabi-
lititsbedingung stets erfitllt ist. AuBerdem milssen aus programmtechnischen Griinden
gewisse Schaltpunkte beachtet werden (Strém tmvs[ lwechsel, Offnen und SchlieBen von
Ventilen), vgl. dazu anch Kapitel 2.4, Ob eine ,fit,,lt;sci;hri‘i;tweﬁiterwe’rgréiBe‘run g tber Aty

en wird, bleibt unklar. Siehe dazu Seifert u.a. [3], Teilberichte 2 und 3.
In der vorliegenden Testserie wurde mit Startzeitschrittweiten von 32, 16, 12 und 8 Grad
Kurbelwelle (/W) gerechnet. Die Ortschrittweiten ergeben sich folglich in den gleichen
Relationen.

hinaus zugelas

4.2 Extrapolationsverfahren

Da die exakte Losung der partiellen Differentialgleichungen nicht bekannt ist, soll ver-
sucht werden, den Fehler mittels Extrapolation zu schitzen. Benotigt werden dafiir zwei
numerische Lésungen wyund wuy, die aus verschiedenen Orts- (und Zeit-) schrittweiten Ay
und Azy resultieren,

Sei im folgenden w*(x,t) die exakte Losung des Problems. u(z,#, Az) bezeichnet die mit
der Ortsschrittweite Az und dem entsprechenden Zeitschrittweitenalgorithmus berechnete
Néaherungslosung.

Der Fall quadratischer Konvergenz

Nimmt man an, da das numerische Verfahren quadratisch konvergiert, so gilt fur jede
Zeit t und jeden festen Ort & sowie fitv hinveichend kleine Aw:

wWE ) = u(d d, Ax) + O (A2 + O((Az)Y)

Dabei hangt ¢/ nicht von A, aber von @ und ¢ ab. Fur uy bzw. uy folgt entsprechend:

W) = ug(FD) A+ C(Az) + O(Ax)Y (4.1)
W(E ) = u (31 CAR)? + O((Axy)?)
\ug (4.1) ergibt sich w elbar

w1



%

¥

%

| wy (&,1) — < Ug: 1’)

(== FO(Az, Ary). 4.2
(Ary)? (A.xly (A, Az) (+2)

Aus (4.1) und (4.2) folgt nun
W@, ) A g (T, t) . )" = (g (8, 1) = ua(@, 1)), (4.3)

(Az'»)‘ — (Azy)?

Liegt tatsichlich quadratische Konvergenz vor, 148t sich (4.3) zum Schitzen des nume-
rischen Fehlers benutzen. Allerdings ist es sinnvoll, den Fehler nicht in jedem einzelnen
Punkt (&,7) zu betrachten, sondern fiir festes & einen gewissen mittleren Fehler bzgl. der
Zeit t zu definieren. Dazu scheint der mittlere relative Fehler ¢, geeignet zu sein:

(4.4)

In (4.4) bezeichnen 1,7 = 1,...,n, die Zeitpunkte, iiber die gemittelt wird. Die Defini-
tionsgleichung (4.4) ist jedoch dann problematisch, wenn u*(2,4) Nullstellen bzgl.  besitzt
bzw. Werte nahe Null annimmt, Deshalb ist es sinnvoll, alle Zeit punkte #; auszuschliefen,
fir die

s

™ (3,10)] < e, (4.5)

gilt (mit einem noch festzulegenden ¢,).

Fir die folgenden wen wurde €, in Abhangigkelt von e,
und dem Maxitnum von {Ju™(2,4)],7 = 1. n} gewahlt, so dafl sich statt (4.4) folgende

Definition ergibt:

e (w2, 1)) = (4.6)
{ =
(‘[q I
In den folgenden Untersuchungen wurde der Faktor 8 = 0.2 gewahlt,

Durch Einsetzen von (4.3) in (4.6) erhiilt man eine Gleichung fiir ¢,, die niherungsweise
gelost wird.

Der Fall linearer Konvergenz

Unter der Annahme linearer Konvergenz, d.h.

WE ) = u(@ ALY+ O Ar + O((An)?) (4.7)

erhalt man vollig analog



&

5

(4.8)

(4.9)

Die Definition des mittleren relativen Fehlers ist unabhangig von der Konvergenzordnung
des Verfahrens.

4.3 Ergebnisse

Es wurde versucht, den Fehler der numerischen Losung mittels quadratischer und linearer
Extrapolation zu schatzen.

Die folgende
berechnete |

Ubersicht zeigt, welche Fehlerschitzungen man fiir die mit Aty = 162K W
sung unter angenommener guadratischer bzw. linearer Konvergenz erhalt.
Als zweite Lésung wurde die Losung mit Aty = 32° KW benutzt. Zum Vergleich wurde
der mittlere relative Fehler zur Losung mit Afy = 8" KW berechnet. Nimmt man an, daf
diese Losung wesentlich genauer ist als die Losung fite Aty = 16° KW, ist dieser Fehler
annahernd gleich dem wirklichen relativen Fehler beziiglich der exakten Losung. Ob diese
Annahme jedoch berechtigt ist, bleibt offen.

19

Dichte, mittlerer velativer Fehler

MeBpunkt | quadratisch

extrapoliert

1 (0m)

2 (0.5m)
3 (1.0m)
4 (1.5m) 2%
5(3.0m) | 2%

‘ i

(siehe Abb. 4.1 bis 4.5)

MeBpunkt | quadratisch

¢

extrapoliert

1 (Om)
2 (0.5m)

3.0m) | 20%
(siehe Abb, 4.6 bis 4.10)

Bemerkungen:
&

L. Fir die Dichte stimmen die mittels quadratischer Extrapolation geschitzten Werte
relativ gut mit den Vergleichswerten iiberein. Berechnet man den Fehler mit Hilfe



E

oy

der Losung fiie Aty = 12° KW, ergeben sich Werte von 4% bis 7%. Ursache fiir diese
schlechteren Werte 1(t moglicherweise die zu geringe 1)‘1,‘?@1‘@11% von Az und Auws,
(Flir Azy — Ay geht die rechte Seite von (4.3) in die Form "co - 07 iber.)
Ahnliche Ergebnisse erhalt man bei der Schitzung des Fehlers fiir die Losung mit
Aty = 12K,

[

Fir die Geschwindigkeit erhilt man in den ersten drei MeBpunkten mittels linearer
Extrapolation akzeptable Brgebnisse beziiglich der Vergleichslosung, wahrend durch
quadratische Extrapolation schlechtere Frgebnisse erzielt werden. Praktisch plau-
sibel ist, Lm% die Ergebnisse mit fortschreitender Wellenausbreitung (Moﬁbun“ 4
Das wird von den extrapolierten Fehlern richtig erfaBt.
Dagegen bleibt zu bezweileln, ob die Lisung [ir Aty = 8° AW an den MeBpunkten
4 und 5 noch als \(* OIDM sl sung verwend ibar ist, da sie zu oszillieren beginnt (vgl.
Abb. 4.9, 4 U) Bekannt st, dall das Lax-Wendroff-Verfahren zu unerwiinschten
Oszi H\\ti\u 0 oneigh (velo Kapitel 3). Auflerdem gelten die Fehlerschitzungen nur
fiir ;‘\’1‘* - {‘;;

und 5) schlechter werden.

P

dtzung des Fehlers fir die Losung mit

L\‘fi(} :

Finschitzung der E

ische Ordnung fir lineare Systeme. Ob
erme mit mmmt:«,h(—‘nden Rand- und

Das Verfahren von L:
diese Ordnung jed
Ubergat
Schlufl tithren, df .
nur lineare Konvergensz vorl
fir Az — 0 wachser g
iberlagern sich, [
dem sind di
aus zwel vorhandenen

gsheding I:)fitﬁ‘ Testergebnisse kénnten zu dem

nvergenz, fir die Geschwindigkeit aber
>lter jedoch nur fiir Az — 0. Gleichfalls
: Rundungstehler. Beide Prozesse
Ronvergenz fir Ax — 0. Trotz-
g. Daher lassen sich
ittweitenverhaltnis 1:2) Schritt-

ng vichtig

weltenempfehlungen fir ge
men werden, dafl der Fehle
abnimmt (ausgehend von den

eiten ableiten. Is kann angenom-
und fiir die Geschwindigkeit linear
n m;m—miulw en ), solange nicht gegenlaufige Pro-

| ”J'Em qua

zesse wirken (Instabilitit). ¢ }“;:IDSL dtzung e kompliziertere Probleme aufrecht
zu erhalten st (System von R(‘iin‘en_ mit verschiedenen Rand- und Ubergangsbedingun-

gen), bleibt offen.
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5 SchluB3bemerkung

Die Untersuchung des Testbeispiels (siehe Kapitel 4) 148t noch keine gesicherten Aussagen
zur Genauigkeit und zum Konvergenzverhalten der numerischen Ldsung im allgemeinen
Fall zu. Die Analyse von weiteren Testrechnungen ware fiir verbindlichere Aussagen nétig.
Es erscheint aber sinnvoll, zundchst das numerische Lésungsverfahren an einigen Stellen zu
modifizieren. Dazu sei auf die Ausfithrungen zu Differenzenverfahren, Fixpunktiteration,
Loser fiir gewohnliche Differentialgleichungen in Kapitel 3 verwiesen.

Aufgrund des verwendeten halbempirischen Modells und der Komplexitit der Probleme
kann PROMO jedoch prinzipiell keinen hohen Genauigkeitsanforderungen gerecht werden.

Unser Dank gilt Herrn Prof. H. Neunzert (Universitidt Kaiserslautern) und Herrn Prof.
P. Rentrop (TU Miinchen), die diese Arbeit unterstiitzt haben. Herr Prof. Neunzert und
die Arbeitsgruppe Technomathematik ermdglichten einen zweiwdchigen Aufenthalt von

G. Engl an der Universitat Kaiserslautern, und ihnen sei dafiir besonders gedankt.
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