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Vorwort

Diese Arbeit beschiaftigt sich mit dem Algorithmus von Kalman zur
Schatzung von gegenwartigen und zukiinftigen Zusténden in zeitdiskreten
dynamischen Systemen. In der Literatur ist dieser Algorithmus allge-

mein als Kalman-Filter bekannt.

Im Vordergrund der Betrachtungen stehen dabei die Schatzfehler des
Kalman-Filters, insbesondere fiir den Fall, daB das benutzte Modell
nicht mit dem realen System (bereinstimmt. Es wird der Frage nachge-
gangen, welche Einflisse die Modellfehler auf die Schatzfehler des
Kalman-Filters haben. Dies ist ein wichtiger Gesichtspunkt, den man
bei der Anwendung des Kalman-Filters beachten sollte, da man im
Allgemeinen nicht davon ausgehen kann, daf Modell und reales System

ubereinstimmen.

Un diese Fragestellung starker 2zu motivieren, werden im nachsten
Abschnitt ein paar allgemeine Uberlegungen zur Modellbildung ange-
stellt. Danach werden einige Modelle zur Behandlung von Zeitreihen
angesprochen. Zur Hinfilhrung auf den Kalman-Filter wird dann in Kapi-
tel 2 das Problem des "Schatzens" etwas allgemeiner behandelt. In
Kapitel 3 erfolgt dann eine Herleitung des Kalman-Filters und die
Untersuchung der Fehlerprozesse fiir den Fall, daf Modell und reales
System Ubereinstimmen. Da flr die zeitliche Entwicklung der Fehlerpro-

zesse die Stabilitidt des Kalman-Filters von Bedeutung ist, wird auch

diese besprochen. In Kapitel 4 werden schlieflich die Fehlerprozesse
fir den Fall bhehandelt, daf3 Modell und reales System nicht uberein-

stimmen.

TR T T



Kapitel 1 : Einleitung
1.1 Allgemeine Uberlegungen zur Modellbildung

Bei Problemstellungen aus Bereichen wie zum Beispiel Technik, Wirt-
schaft, Medizin u.s.w. interessiert man sich fiir gewisse Ausschnitte
der ‘'"realen" Welt. Ein solcher Ausschnitt, der im folgenden als System
bezeichnet wird, besteht aus bestimmten Objekten und deren Beziehungen
untereinander. Ist auch die Zeit Bestandteil des Systems, so spricht
man von einem dynamischen System, andernfalls von einem statischen

System.

Un das Problem mit mathematischen Methoden zu behandeln, ist es not-
wendig, alle relevanten Objekte des Systems und deren Zusammenhinge
mathematisch 2zu beschreiben, d.h. ein dem System adidquates mathemati-

sches Modell zu entwickeln.

Die Objekte eines Systems kann man in Abhéngigkeitvon von der Pro-
blemstellung in drei Gruppen einteilen, und zwar in Inputgroéfen, Out-
putgroflen und interne Grofien. Mit Inputgroffen (kurz: Input) seien
dabei diejenigen Objekte bezeichnet, deren Einfluff auf das System von
Interesse 1ist. Die Werte dieser Objekte kann man im allgemeinen von
auflen direkt beeinflussen. Eine besondere Einflufgréfie bei dynamischen

Systemen ist die Zeit.

Man interessiert sich nun im allgemeinen nicht fir den Einfluf der
Inputgrofien auf alle Objekte des Systems, sondern nur filir deren Ein-
flufl auf ganz bestimmte Objekte. Diese Objekte seien als Outputgroéfen
(kurz: Output) bezeichnet. Alle anderen Objekte, die zwar Bestandteil
des Systems sind, fir die man sich aber nicht direkt interessiert,

seien als interne Grofien bezeichnet.

Ein mathematisches Modell soll nun dazu dienen, Aussagen (ber das
Input-Output-Verhalten des System zu machen, d.h. die Antwort auf fol-
gende oder dhnliche Fragen zu finden:

- Welchen Output erhidlt man bei vorgegebenen Input?
- Welchen Input muf} man wdhlen, um einen vorgegebenen Output zu
erhalten?

- Bei welchem Input erhidlt man den (einen) "optimalen" Output?

In den Problemstellungen sind zumeist die Input- und Outputgréfien cha-
rakterisiert, Um ein Modell zu konstruieren, muf} man nun diese Gréfen
analysieren, um dadurch das Gesamtsystem, d.h. alle Groéfen und Be-
ziehungen, die fir die Fragestellung relevant sind, zu erhalten. Zur

Entwicklung eines Modells ist dabei zu untersuchen, ob allgemeine Ge-
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setzmiafligkeiten der betreffenden Wissenschaft anwendbar sind. Bei ein-
fachen Systemen (vor allem denen der elementaren Physik) gibt es meist
so treffende und geldufige mathematische Beschreibungen, daB einem der
Unterschied =zwischen "System" und "Modell" kaum mehr bewupt wird. Je
komplexer ein System ist, umso mehr muf man sich dariiber im klaren
sein, dafl ein Modell nur eine mehr oder weniger gute Beschreibung des

Systems (zur Beantwortung spezieller Fragen) sein kann.

Aufgrund der zufélligen Natur vieler Phanomene léft sich nicht immer
ein vollstdndiges deterministisches Modell entwickeln, d.h. ein Modell
Jin dem der Output eindeutig durch den Input (zusammen mit gewissen
Randbedingungen) bestimmt wird. Jedoch auch wenn alle Objekte und

Beziehungen des Systems als deterministisch angesehen werden kénnen,

so ist es doch wegen der Komplexitat des Systems und fehlender Kennt-

nisse {iiber alle relevanten Objekte und Beziehungen des Systems oft
unmoglich, ein entsprechendes deterministisches Modell =zu konstruie-
ren. Vielmehr hat man auch in diesem Fall das Gefihl, dafl gewisse
Groflen zufallsbedingt sind. Die Begriffsbildung der Wahrscheinlich-
keitstheorie (vgl./3/) und der mathematischen Statistik (vgl./19/) er-
moglicht es jedoch in vielen Fallen diese Unsicherheiten und Zufallig-
keiten 2zu quantifizieren, d.h. ein stochastisches Modell zu konstru-

ieren.

Eine Moglichkeit zur Erstellung eines stochastischen Modells ist die
Verwendung von bekannten GesetzméBigkeiten. Dabei mufl man bei einigen
Grofen zugestehen, dafl keine deterministischen Kenntnisse iiber sie
vorhanden sind. Man wird deshalb versuchen diese als "zufiéllige

Grofen” zu modellieren.

Diesen Ansatz kénnte man als "Systemanalyse" oder "internen Ansatz"
bezeichnen. Ein anderer Ansatz, den man eher als "Datenanalyse" oder
"externen Ansatz" bezeichnen konnte, ist notwendig, wenn man - wie es
zum Beispiel héaufig bei Okonomischen Zeitreihen der Fall ist - keiner-
lei Anhaltspunkte ilber interne Gréfien, sondern nur die Input-Output-
Daten des Systems zur Verfigung hat. In diesem Fall den Ubergang vom
Input 2zum Output aus den Input-Daten und den entsprechenden Output-

Daten zu modellieren.

Input Output
>| System |——>

Ist ein interner Ansatz mdglich, so erhdlt man dadurch eine im allge-
meinen endlich-parametrische Familie von Modellen. Aus dieser Familie
wird durch Bestimmung der Parameter mit Hilfe des vorhandenen Datenma-

terials ein konkretes Modell ausgewahlt.
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Beim externen Ansatz hat man eine solche Familie von Modellen nicht
zur Verfigung. Um trotzdem aufgrund des Datenmaterials ein Modell aus-
zuwahlen (zu "identifizieren"), muB man sich eine entsprechende
Familie vorgeben. Eine breite Klasse von Modellen zur Behandlung von
Zeitreihen wird im n#chsten Abschnitt diskutiert, Dieser ProzeB des
Auswihlens eines Modells aus einer Familie von Modellen wird als
"Identifikation” bezeichnet.

Die beiden hier diskutierten Ansédtze unterscheiden sich also dadurch,
dafl man beim internen Ansatz die Struktur des Systems untersuchen kann
und dadurch eine Familie von Modellen erhalt, wihrend man beim exter-
nen Ansatz eine solche Familie - im gewissen Sinn willkiirlich vorgeben
muf3. Deshalb sollte natiirlich die beim externen Ansatz gewidhlte Mo-
dellfamilie moglichst viele Falle beschreiben kénnen. Bei der
Modellbildung 2zu praktischen Problemen sind im allgemeinen beide
Ansatze gemeinsam anzuwenden, wobei abhéngig von der Kenntnis iber die
interne Struktur des Systems einer der beiden in den Vordergrund

rickt.

1.2 Modelle zur Behandlung von Zeitreihen

In diesem Abschnitt sollen einige stochastische Modelle zur Beschrei-
bung von dynamischen Systemen angesprochen werden. Es werden dabei,
wie in dieser gesamten Arbeit, nur Modelle mit diskretem Zeitverhalten
behandelt, d.h. Modelle, 1in denen der Zeitparameter eine diskrete
Indexmenge durchlauft (z.B. N oder Z). In diesem Zusammenhang spricht
man bei dynamischen Systemen auch von Zeitreihen. Die im folgenden
auftretenden Zufallsgrifen seien jeweils auf einem gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q,A,P) definiert. Fiir eine prizisere Begriffsbil-

dung sei auf Kapitel 2 verwiesen.

In der Literatur gibt es eine Reihe von stochastischen Prozessen, die
als Grundelemente zur Modellierung von dynamischen Systemen dienen

(vegl./5/,/8/,/7/,/18/).

Ein solches Grundelement ist das Konzept des "weiBen Rauschens”.
Darunter versteht man eine Folge von unkorellierten Zufallsvektoren

(e(k))keZ mit Erwartungswert Null, d.h.

fir alle k € Z ist e(k):Q -> R ein Zufallsvektor mit

E{e(k)} = 0 und
R(k) iz=k
covie(k),e{(i)} = {
0 i+k

wobei R(k) € M(n,n) (Menge der reellen n¥n-Matrizen)

und positiv semidefinit
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Oft wird die Verteilung dieses weiBen Rauschens, motiviert durch den
zentralen Grenzwertsatz, als Normalverteilung angenommen. Man spricht
dann von "GauPfschen weiflem Rauschen". 1In diesem Fall ist die Vertei-

lung schon durch die ersten beiden Momente eindeutig bestimmt,

Umn aus einem stochastischen Proze (Input) einen anderen (Output) zu
erzeugen, benotigt man eine Transformation. Wegen ihrer einfachen
mathematischen Behandlung wird dazu haufig eine lineare Transformation
benutzt, d.h. der OutputprozeB ist eine Linearkombination von Werten
des Inputprozesses:
+o
vik) = 2 T(i)-x(k-i) , ke Z |,

i=—m

wobei die T(i) Matrizen entsprechender Dimension sind.

Aus Grinden der physikalischen Realisierung wahlt man sogenannte
nichtvorgreifenden Transformationen, d.h. Transformationen, bei denen
der Output nur von gegenwértigen und vergangenen Inputwerten abhéngt,
d.h.:

+o

yvik) = £ T(i) x(k-1i) , k e Z

i=0
Zu den Voraussetzungen, unter denen diese unendlichen Reihen im Sinne
der Konvergenz im quadratischen Mittel uUberhaupt Sinn machen, verglei-
che man Box/Jenkins (/5/) und Davis/ Vinter (/6/).

Man spricht bei dieser Darstellung auch von einem Filter.
(/5/,Abschn. 4.12)

> Filter ————

Unter einem allgemeinen linearen Prozefl y verstehen wir eine solche
lineare Transformation eines weiflen Rauschens e, d.h.
4o

y(k) = £ T(i)-e(k-1) , ke Z
i=0

Bei dieser Modellierung einer Zeitreihe durch '"gefiltertes weifles
Rauschen'" treten unendlich viele Parameter auf. Diese miissen mit Hilfe
vorhandener Daten "identifiziert" werden. Zur Reduzierung der Parame-
ter wurde von Box/Jenkins (/5/) die - mit dem allgemeinen linearen
Prozefl eng zusammenhingende — Familie der ARMA-Modelle eingefiihrt
(vgl. auch /6/):
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T A(L)-y(k-i) = £ B(j)-elk-j), kez |,
i=0 J=0

wobei die A(i) und B(j) Matrizen entsprechender Dimension sind.

Im folgenden werden wir uns mit einer dritten Familie von Modellen,
den sogenannten linearen Zustandsraum-Modellen befassen. Der Zusammen-
hang aller drei genannten Modellfamilien ist bei Davis (/6/,Kapitel 2)
erlautert,

1.3 Lineare Zustandsraum-Modelle, Filterung und Kontrolle

Dieser Abschnitt beschiaftigt sich mit Zustandsraum-Modellen und zwar
nur in dem Mafle, wie es fir diese Arbeit erforderlich scheint. Charak-
teristisch fir diese Modellfamilie sind die Begriffe Zustand, Beobach-
tung wund Kontrolle (oder Input). Bei linearen Zustandsraum-Modellen
geht man davon aus, daB man den (inneren) Zustand des Systems durch
eine Folge von n-dimensionalen Vektoren x(k) beschreiben kann, die

folgender Differenzengleichung 1.0rdnung genigt:

(1.3.0) x(k+1) = A(k) -x(k) + c(k) fir k=0
wobei A(k) € M(n,n) (Menge der reellen n¥n-Matrizen)
c(lkk) € Rn n € N

Die Matrix A wird als "Ubergangsmatrix" bezeichnet.

Differenzengleichungen hoherer Ordnung kann man unter Erhohung der
Dimension auf Differenzialgleichungen erster Ordnung zurickfiihren.
Auch die Diskretisierung einer linearen gewthnlichen Differentialglei-
chung erster Ordnung fithrt auf die Form (1.3.0). Die Gleichung (1.3.0)
ist eine deterministische Gleichung. Der Einfluf des Zufalls wird

durch ein additives weifles Rauschen modelliert:

Wi o bl b i bl 44
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(1.3.1) Systemgleichung (Zustandsgleichung)
x(k+1) = A(k) -x(k) + e(k) + G(k) w(k) , k20
wobei x{(k) n-dim. Zufallsvektor
A(k) € M(n,n) (Ubergangsmatrix)
w(k) r-dim. weifles Rauschen (Systemrauschen)
d.h. E{w(k)} =0
(Ein von Null abweichender Erwartungs
wert kann als deterministische Grofle
in c¢(k) behandelt werden)
covi{w(k),w(i)} = 6ik -Q(k)
wobei Q(k) € M(r,r) positiv semidefinit
und §i k das Kroneckersymbol
c(k) € R0 (z.Bsp. Input in das System)
G(k) € M(n,r)

Dabei sollen die folgenden Anfangsbedingungen gelten:

(1.3.2) Anfangsbedingungen
E{x(0)} n(0) € Rn
cov{x{0)) P(0)

H

Es wird weiter davon ausgegangen, dafl man keine direkten Informationen
uber den Systemzustand hat. Zur Verfiigung hat man nur ein "lineares
Mefgerat", das als Output eine lineare Transformation des Zustandes
x(k) liefert. Dieser Output ist aber durch additives weifles Rauschen
gestort., Zum Zeitpunkt k20 ist also nur die Realisierung y(k) eines
Prozesses y bekannt, der vom bisherigen Verlauf des Prozesses x in

folgender Weise abhangt:

{(1.3.3) McBgleichung
y(k) = H(k) -x(k) + v(k) , k20
wobei y(k) m-dim. Zufallsvektor
H(k) € M(m,n) (Mefmatrix)
v(k) n-dim. weiffes Rauschen (MeBrauschen)
d.h. E{v(k)} = 0
(Ein von Null abweichender Erwartungs-
wert. kann direkt von y abgezogen werden)
cov{v(k),v(i)} = & k-R(k)

wobei R(k) € M(n,n) positiv semidefinit
und &; k das Kroneckersymbol ist

Ferner werden folgende Annahmen Uber die Umkorreliertheit der Prozesse

gemacht:

mm. .....-.-u.;.;d.;mwl ik bbbk 4t e ki
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(1.3.4) E{v(k)-w(i)T} =0 , i,k € No
E{v(k)-x(0)T} = 0 , k € No
E{w(k)-x(0)T}) = 0 , k € Ng

Bei dieser Formulierung der Zustandsraum-Modelle stand das Interesse
am internen Zustand x des Systems im Vordergrund. Mit Hilfe des
Modells will man aufgrund der bis zu einem aktuellen Zeitpunkt k
gemachten Becbachtungen y(i) , 0<i<k , den Zustand x(1) des Systems zu
einem Zeitpunkt 120 schétzen. Fir 1<k spricht man von Glattung, fir
1=k wvon Filterung und fiir 1>k von Vorhersage. Mit dem Problem der
Filterung und der Vorhersage befafit sich Kapitel 3. Die Glattung wird
hier nicht behandelt.

Das Interesse am Zustand x kann zum einen ein direktes Interesse
bedeuten, d.h. x repréasentiert eine wichtige GroBe, deren Wert man
kennen mochte. Es ist ferner oft méglich Einfluf auf das System zu
nehmen. Um den Zustand des System zielgerichtet steuern zu konnen, ist
ein Anhaltspunkt iiber den aktuellen Zustand notwendig. Im Zusammenhang
mit der Kontrolltheorie will ich hier nur kurz auf das Prinzip der
Feedback-Kontrolle eingehen.

Der Einfluf auf das System zum Zeitpunkt k geschieht Uber eine p-

dimensionalen Vektor u(k) und wirkt sich auf das System in der Form
c(k) = g(u(k)) , wobei g:Rp -> Rn

aus. Den Vektor u(k) wird man nun nicht willkiirlich wahlen, sondern in
Abhangingkeit wvom bisher geschatzten Verlauf x"(k) des Systemzustan-
des. Da dieser wiederum eine Funktion der bisher gemachten Beobachtun-

gen y(i) , 0<€i<k , ist, wird man u(k) in der Form
u(k) = h{y(i),0=si<k)
wiahlen. Dies ist das Prinzip der Feedback-Kontrolle.

Da wir uns mit linearen Filtern beschaftigen wollen (vgl. Kap.2 und 3)

lassen wir als EKontrolle auch nur lineare (bzw. affine) Funktionen in

y zu;
(1.3.5) ec(k) = Li{ulk))
u(k) = L2 (x"(k))
bzw. u(k) = La(y(i),0<izk)

wobei Lj,l:,L; affine Abbildungen entsprechender Dimension sind.

Da es sich in der Literatur so eingebiirgert hat, wird auch in dieser
Arbeit stellenweise die Bezeichnung linear verwendet, obwohl es kor-

rekterweise affin heifien miufte.
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Skizzenhaft sehen die Beziehungen nun folgendermafen aus:

u(k)
{1.3.6) [———-—-—-—> System l > y(k)
Kontrolle Kalman-
Filter
/N
| |
Feedbaclk-Kontrolle v
x* (k)

Dafl. man Berechnung der Kontrolle und die Filterung voneinander trennen
darf, ist in der Kontroll-Literatur unter dem Namen "Separations-Prin-
zip" Dbekannt. Die Kontrolle wird dann als deterministische Kontrolle
berechnet. Dabei wird so getan, als ob x"(k) der wahre Systemzustand
wAre. Dies ist unter dem Namen '"Certainty-Equivalence-Prinzip"
bekannt. Fir ndhere Ausfihrungen siehe man z.Bsp. Davis (/6/,Kap.6)

und Maybeck (/15/,Band 3).

Breite Anwendung haben die Zustandsraum-Modelle in der Navigation von
Flugkdérpern gefunden. Bei der Modellierung geht man hier meist wvom
internen Ansatz (vgl.(1.1)) aus, wobei der innere Zustand x die
zentrale Grofe ist. Man kann aber auch flir Systeme, bei denen ein
externer Ansatz (vgl.(1.1)) notwendig ist, die Zustandsraum-Modelle
als zugrundeliegende Familie von Modellen benutzen. Die zentrale Grofle
in diesem Fall ist der Output y (und evtl. eine Inputgrofile u). Die
Variable x hat in diesem Fall keine konkrete Bedeutung. Sie dient nur

als Hilfsvariable zur Modellierung des Input-Output-Ubergangs.

Sei nun ein Modell gemafl (1.3.1)-(1.3.3) gegeben und S(k), keN, eine
Folge reguldrer quadratischer Matrizen. Dann beschreibt folgendes
Modell dasselbe Input-Output-Verhalten ('"&quivalentes Modell"):

(1.3.7) x*(k+l1)

At (k) -x* (k) + e (k) + G* (k) -w(k)

v (k) = H¥(k)-x*(k) + v(k) , k20
mit x*(k) = S{k)-x(k)
c* (k) = S(k)-c(k)

A¥ {h )
& (k)
H* (k)

S(k)-A(k)-5-1 (k)
S(k) -G(k)
H(lk) -S-t (k)

1

H

In diesem Sinn ist die Modellierung also nicht eindeutig. Dies kann
man bei der Identifizierung von Modellen ausnutzen, in dem man sich
auf bestimmte "kanonische" Modelle beschrankt.

s o e g e R PR N O T PO ST



Kapitel 2 : Optimale Schitzer, bedingte Erwartung und
lineare kleinste-Quadrate Schitzer

2.1 Begriffsbildung und Problemformulierung

Das Problem der Filterung und Vorhersage will ich zunichst in einem
allgemeineren Rahmen betrachten, da dort die wesentlichen Prinzipien

klarer hervorgehen.

Sei (Q,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, d.h. eine Menge Q mit einer

a-Algebra A auf Q und einem auf A definierten Wahrscheinlichkeitsma3 P

Ein n-dimensionaler Zufallsvektor x ist eine mefibare Funktion
x : (Q,A) => (R",B,), wobei B, die Borelmengen des Rn sind.

Die Funktionswerte x(w), weQ, heiflen Realisierungen von x. Im folgen-
den wird haufig auch fiir die Realisierungen statt x(w) einfach x ge-
schrieben. Aus der jeweiligen Situation wird jedoch klar hervorgehen,
ob es sich um den Zufallsvektor x oder um eine seiner Realisierungen
handelt.

Das allgemeine Problem sei nun folgendermafBen beschrieben:

Eine interessierende Grofle wird aufgefafjit als Realisierung eines n-
dimensionalen Zufallsvektors x. Die jeweilige Realisierung ist aller-
dings nicht bekannt. Man kann jedoch die Realisierungen eines, mit x
korrelierten m-dimensionalen Zufallsvektor y beobachten (messen).
Aufgrund der Beobachtung wvon vy will man nun die Realisierung von x

"optimal schéatzen”.
Was heifit nun "optimal schatzen"?

Eine {n-dimensionale) Schatzfunktion (oder kurz Schitzer) 68 sei eine
mefbare Funktion
6 : (Q,A) -> (R",Bn).

Diese Klasse von Schatzfunktionen ist jedoch filir die obige Problem-
stellung zu grof. Da man als alleinige Information lber das jeweils
auftretende Element we (d.h. uUber den "Ausgang des Zufallsexperimen-
tes") die Realisierung y(w) von y hat, ist zwischen wyund wz aus Q mit
v{wi1 )zy(w2 )} nicht zu unterscheiden. Daher ist es sinnvoll nur solche
Schatzfunktionen 6 zu betrachten, die von weQ nur lber y(w) abhangen,

d.h. solche Funktionen 6, zu denen es eine meflbare Funktion

h i (R",Ba) -> (R",Ba) gibt mit 6 = hey .



-10-

Dies sind genau die o(y)-meBbaren Funktionen, wobei o(y) A die von y
erzeugte og-Algebra ist.

Sei C € A eine beliebige o-Unteralgebra von A, so kdnnen wir diese

Definition folgendermafien verallgemeinern:
Ein Schatzer fir x gegeben C ist ein C-Bn-mefbare Funktion

e : {Q!C) -2 (Rn:Bn).

Mit M(C) := { B:Q->R" : B ist C-By-mefbar } sie die Klasse aller C-Bp-
mefbaren Funktionen bezeichnet.

Un zu sinnvollen Schitzern zu gelangen und um eine OptimalitAtsbegriff
zu definieren, benotigt man ein MaB fir die Giite von Schitzfunktionen.

Dazu fihrt man eine mefibare Funktion
V. (R,Bn) -> (Ro*,Bo*)

die den Schatzfehler e(w) := x(w) — 8(w) bewerten soll. Diese Funktion
nennt man Verlustfunktion. Hierbei sind Bet die Borelmengen des Rot .
Ein Beilispiel fir eine haufig verwendete Verlustfunktion, auch gauflsche

Verlustfunktion genannt, ist die euklidische Norm V(x) = xt -x

Als GitemaB (oder auch als Risiko) einer Schatzfunktion 6 fiir x defi-

niert man nun den erwarteten Verlust, d.h den Wert
R(B) := E{ V(x-6) } = E{ V(e) }.

Die dadurch definierte Funktion R : M(C) -> Rotv{e} heift Risikofunk-
tion. Eine Schiatzfunktion 07 € M(C) heifft dann optimaler Schatzer flr
x gegeben C beziiglich der Verlustfunktion V, wenn gilt:

R(87) < R(B) fir alle 8 € M(C)

Damit wAren nun die Begriffe in obiger Problembeschreibung geklart.
Als weitere Bedingungen an den Schatzer konnte man noch die Erwartung-
streue, d.h. E{8} = E{x]), fordern. Es wird sich jedoch zeigen, daf} der
opt.imale Schéatzer in den betrachteten FAllen diese Bedingung automa-

tisch erfillt, ohne daB sie explizit gefordert wird.

Mit dieser Begriffsbildung kann nun eine prazise Formulierung der

anfangs gestellten Problems gegeben werden:

TS RIS T PR T PR 1 S
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(2.1.1) Es sei x ein n-dimensionaler Zufallsveltor, neN
y ein m-dimensionaler Zufallsvektor, meN
und V @ R" -> Rp* eine Verlustfunktion.
Gesucht ist ein optimaler Schatzer flir x gegeben y,
d.h. eine mefbare Funktion h™ : R® -> R» mit
E{ V(x-h"(y)) } < E{ V(x-h(y)) )}

fiir alle meffbaren Funktionen h:Rm->Rn
oder allgemeiner:

(2.1.2) Es sei x ein n-dimensionaler Zufallsvektor,
C € A eine g-Unteralgebra von A
und V @ R* -> Ret eine Verlustfunktion.
Gesucht ist ein optimaler Schatzer fir x gegeben C,
d.h. eine Funktion 8” € M(C) mit
E{ V(x-87) } £ E{ V(x-0) }
fiir alle Funktionen 8 € M(C)

Bemerkungen:

(2.1.3) Ein Spezialfall von (2.1.2) ist C = {g,Q}. Dies be-
deutet, daf3 keinerlei Information uber den Ausgang
des Zufallsexperimentes vorliegt. Die Menge M(C)
der Schatzfunktionen besteht in diesem Fall genau

aus den auf ganz 9 konstanten Funktionen.

(2.1.3) Wegen V(x-08){(w) = V(x(w)-0(w)) 2 0 fiir alle weR ist
der Wert R(8) = E{V(x-8)} in jedem Fall definiert,
wenn auch R{8) = o auftreten kann. Ist allerdings
R(8)= o fir alle 8eM(C), so gibt es keinen Schatzer
mit endlichem Risiko. In diesem Fall wAren im Sinne
der Definition all Schiitzer 8eM(C) optimal. Dies
wire jedoech filir konkrete Probleme nicht sinnvoll.
Mit der Forderung E{V{(x)} < o kann man diesen Fall
umgehen, da dann zumindest der Schiatzer 6 = 0 end-

liches Risiko besitezt.

2.2 Bedingte Erwartung als optimaler Schiatzer

Tm Zusammenhang mit diesem Abschnitt sei auch auf Kalman (/11/) und
auf Jazwinksi (/10/,8.1456fFf) verwiesen.

 ETIRRREI RN SRR & b seisdoe s [ T



-12-

Wenn im folgenden die Rede von bedingter Erwartung ist, so ist immer
eine Version der bedingten Erwartung gemeint. Zum Konzept der beding-
ten Erwartung sei auf Bauer (/3/,Kap. X) verwiesen.

Unter bestimmten Voraussetzungen kann man nun zeigen, daB die bedingte
Ervartung E{x|C} von x gegeben C eine (sogar die einzige) Losung von
(2.1.2) 1ist. Da E{x|C) C-meflbar ist, ist zumindest klar, daf die be-
dingte Erwartung eine Schatzfunktion aus M(C) ist.

Haufig wird als Verlustfunktion die gaufsche Verlustfunktion
Vs ! RM => Rot ; Vs(x) = xt-S-x
benutzt, wobei S eine positiv definite Matrix ist.

Fir diese Verlustfunktion ist es sinnvoll (vgl.(2.1.4)) den Raum L; (n)
aller n-dimensionalen Zufallsvektoren mit endlichen zweiten Momenten
einzufihren:

Lz (n) := { x:Q->R" : x ist A-Bp-mefbar und E{xt -x} < o }

Dabei werden zwei Elemente aus L;(n) miteinander identifiziert, wenn

sie P-fast-sicher gleich sind.

Bemerkungen:

(2.2.1) Sei x ein n-dimensionaler Zufallsvektor. Dann sind

aquivalent:
(1) E{xt -x} { ®
(2) E{xi 2} ¢ o flir 1<isn
(3) E{|X'. e |] ¢ o fir 1<€ign, 1<j<n
(4) E{xt -S-x} < o fiir jede positiv definite
n¥n-Matrix S
(5) E{|xi |} < o und
cov{x } ¢ o flir 1<isn
(6) E{|xi |} < o und
ICDV{Xi‘Xj}l <o fur 1<€isn, 15jsn
Beweis: (1) <=> (2) und (3) => (2) sind klar

(2) => (3) folgt aus der Holderschen Ungleichung
(1) <=> (4) folgt aus der Aquivalenz der Normen auf R®

o ki |
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(3) => (6)

E{|xi |} J |xi (w)| dP(w)
Q

J IXi(w)| dP(w) + { |xi (w)| dP(w)
A

AC

mit A = { weQ : lxi(w)|£1 }
€ A, da alle xi A-B-mefibar

IA

P(A) + [ Xi 2 (w) dP(w)

.I\C

IA

1 +E{x?) (o

|covixi ,x; }| |E{xi -x5) - E{xi }-E{x; )|

1A

|E(xi %3 )| + |E{x }-E(x; )|

IA

E(|x x5 |} + E(|x |} -E{|x|)

{ ®

(6) => (5) ist klar

(56) => (2) E{xi2?2) zcovixi} + (E{(xx))2 < @

(2.2.2) Vs ist stetig, also auch Bn-Bet*-mefibar und erfiillt somit die

Definition einer Verlustfunktion.

(2.2.3) Durch <-,:>s : Lz(n)xl2(n) => R ; <x,¥y>s :i= E{xT-S-y)}
wird ein Skalarprodukt auf Lz (n) definiert. Der Raum L: (n)
zusammen mit diesem Skalarprodukt ist bekanntlich ein Hil-
bertraum. Die Norm "‘"s auf L; (n) wird definiert durch

"x"s 1= X,xX0sd.

Sei x ein n-dimensionaler Zufallsvektor, so gilt:
xelz (n) <=> ux"s<m {=> Hx";(m, wobei I die Einheitsmatrix ist
Die Risikofunktion Rs ist somit Rs(6) = |x-8|s.

Nach Bemerkung (2.1.4) und (2.2.1) existieren zu x€le(n) und der
Verlustfunktion Vs Schatzfunktionen aus M(C) mit endlichem Risiko. Es
wird sich nun zeigen, dafl die bedingte Erwartung das geringste Risiko
besitzt.

(2.2.4) Satz: Es sei x€lz{n) und C eine og-Unteralgebra von A.

Ferner sei S eine positiv definite Matrix und

i Lo i d el b bliln oo stiitin o Ledi 0
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Vs ¢ RM -> Rt ; Vs(z) = 2zT-8-z.
Dann ist 07:=E{x|C} ein optimaler Schatzer fiir x
gegeben C beziiglich der Verlustfunktion Vs. Ist
0eM(C) mit Rs(0)=Rs(B8"), so gilt 0=0" P-fast-sicher

Beweis: Zuerst wird Rs(8") = [x-8"||s < = gezeigt:
Vs ist konvex, E{|x|} < o, E{Vs(x)} < @
Aus der Jensenschen Ungleichung folgt somit
V;(E{X|C}) < E{Vs[x)|C} P-fast-sicher
und somit E{ V;[E{X!C]} } < E{ E{Vs(x)|C} }
E{Vs (x)} < @
Also gilt |87||s < @ , d.h. 8%€Lz (n)
Da auferdem auch HXHS { o ist, folgt aus der

Dreiecksungleichung “x~8A“5 { ©
Also wurde gezeigt, daB 6" ein Schéatzer mit endlichem
Risilo ist.
Sei nun 6eM(C) mit Rs(8) = |x-Bfs < @
Rs(0) = |x-0]s = <x-0,x-8>s = <x-87+6"-0,x-0"46"-0>s
= |x-87|s += |8°-B]|s + 2-<x-8",08"-6>s
x-67,07-6>s = E{(x-67)T-5-(67-6)}
E{ E{(x-8")T-S-(87-8)|C} }
E{ E((x-8")|C)T-5-(67-6) }
da mit 8" und 6 auch S-(6"-8) C-mefibar
0 da E{(X*BA)|C} = 0 P-fast-sicher

Folglich also:
(¥) Rs(8) = Rs(8") + |6"-6fs 2 Rs(0")
Somit ist 8" ein optimaler Schatzer fiir x gegeben C.
Ist nun BeEM(C) mit Rs(B) = Rs(8") so folgt aus (%):
|6"-8s = 0 und somit 8°=8 P-fast-sicher

In Satz (2.2.4) wurden keine wesentlichen Bedingungen an x bzw. an die
bedingte Verteilung von x gegeben C gestellt. Um zu zeigen, daf} die
bedingte Erwartung ein optimaler Schatzer ist, mufite man die Klasse
der =zugelassenen Verlustfunktionen auf quadratische Verlustfunktionen
einschrianken. Dabei stellte sich sogar die Eindeutigkeit des optimalen

Schatzers heraus.

Um allgemeinere Klassen von Verlustfunktionen zuzulassen ohne die
Optimalitat der bedingten Erwartung als Schatzer zu zerstoren,muf3 man

engere Annahmen iber die bedingte Veteilung von x beziiglich C machen.

Eine groBere Menge von Verlustfunkionen stellen die symmetrischen,

konvexen Funktionen dar. Dazu zundchst folgende Definition:

3]



(2.2.5) Eine Funktion f:Rrn->R heifit
(1) konvex, falls af(zi1 )+(1-a)f(2:) = flazi+(1-a)f(z

fir alle 21,22 € RP und a € (0,1)

)

(2) strikt konvex, falls af(z)+(l-a)f(zz) > flazi+(1-a)f(z2)

fiir alle 2,22 € R* und a € (0,1)

(3) symmetrisch, falls f(-z) = f(z) flir all z € Ro

Die zugelassene Funktion von Verlustfunktionen sei nun

K = [ VIRR->Rp* : V ist symmetrisch und konvex )

Da Konvexitat
Bn -Bo t ~mef3bar,

Stetigkeit impliziert, sind die Funktionen aus K auch

erfiillen also die Voraussetzungen fur Verlustfunktio-

e T e el ol i, ket . -

nen. Die oben betrachteten quadratischen Verlustfunktionen sind in
dieser Familie enthalten. Es gilt nun folgender Satz:
(2.2.6) Satz: Sei (Q,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, VeK, C eine
o-Unteralgebra von A und x:Q->Rr ein Zufallsvektor auf
(2,A) mit E{|x|} < @ und E{V(x-E{x|C})} < o.
Die bedingte Verteilungsfunktion Fe¢ von x gegeben C
sei fast sicher symmetrisch beziiglich der bedingten
Erwartung E{x[C} in dem Sinne, daf
Fe (E{x|C}-u) = 1 - Fc(E{x|C}+n) P-fast-sicher.
Dann ist 67:=E{x|C} ein optimaler Schatzer fir x gege-
ben C bezliglich der Verlustfunktion VeK. Ist V sogar
strikt konvex, so ist der optimale Schiatzer eindeuting.
Beweis: Sei 87:=E{x|C]}.
Dann gilt Rs(87) := E{V(x-8")} < » , d.h. endliches Risiko.
Sei z 1= x - E{x|C} und
Ge die bedingte Verteilungsfunktion von z beziiglich C.
Dann gilt: (%) E{z|C} =0 P-fast-sicher

e h_ . nn;k ondhy sdbie .

Ge(-t) = 1 - Ge(z) P-fast-sicher
Sei N € A mit P(N)=0 die Ausnahmemenge von (%).
Sei 8 € M(C) eine Schatzfunktion mit endlichem Risiko,

d.h. Rs(6) := E{V(x-8)} ¢ @ , und B84 := 87-0.
Dann gilt auflerhalb von N:
(¥X%) E{V(X~G)|C] = E{ V((x-8")-(6"-8)) | C}

E{V{z-8a)|C)

V(t-04) dGe(T)
Rn

{ V(-t-84q) dGe¢(T)
R

n
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Dabei gilt die letzte Gleichung wegen der Symmetrie von Ge,

genauer:

Sei T: R -=> R ; T(t) = -t

Dann gilt fiir das Bildmafl T(Ge¢) von G¢ unter T wegen der
Symmetrie von Ge: T(Ge) = Ge

Der Transformationssatz fiir Integrale besagt dann:

[ f(t) dGe(t} = [ f(t) AT(Gec (t))
JRn Rn

‘ £(T(t)) dGe(z)
Rn

"

[ f(-t) dGe(t)
Rn

Somit gilt auflerhalb von N wegen (%¥) folgendes:
E{V{X—BJIC} = E(V(z—ea)|C}

V(-t-8a) dGe(t)
Rn

‘ V(t+6a) dGe ()
JRo wegen Symmetrie von V

E{V(z+6a)|C}

Es gilt also:
E{V(x-8)}

Folglich:

R(B) = E{V(x-8))

E{V(z+0a)} = E{V(2z-8a)]

2 E{V(z+6a)} + 3-E{V(2z-6a)}
E{ 3-V(z484) + 3-V(2-64) }
E{ V( 3(z+8a) + 2(2-8a) ) }
da V konvex
E{V(z)} = E{V(x-67)}
R(07)
Ist V strikt konvex und 84 fast sicher ungleich 0,
so ist R(B) > R(68") , woraus die Eindeutigkeit folgt.

v

il

In diesem Abschnitt wurde gezeigt, daf} unter bestimmten Voraussetzun-
gen die bedingte Erwartung E{xlC} der optimale Schatzer fur x gegeben
C 1ist. Die Lisung des Problems (2.1.1) liegt somit in der Bestimmung
dieser bedingten Erwartung bzw, der bedingten Verteilung. Es ist
Jjedoch im Allgemeinen schwierig dafiir explizite Formeln herzuleiten.
In der Praxis ist dies oft sogar unmoglich, da man eigentlich nie eine

ganze Verteilung kennt bzw. bestimmen kann, sondern nur die Momente
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der Verteilung bis zu einer gewissen Ordnung. Meist schatzt man die
ersten beiden Momente einer Verteilung. Der folgende Abschnitt wird
zeigen, daB die ersten beiden Momente im Falle von Normalverteilungen

zur Berechnung der bedingten Erwartung ausreichen

2.3. Normalverteilung und Linearitit des optimalen Schatzers

Wie allgemein bekannt ist, sit die Wahrscheinlichkeitsverteilung von
normalverteilten Zufallsvektoren (GauBsche Zufallsvektoren) durch ihre

ersten beiden Momente eindeutig bestimmt.

Sind nun zwei Zufallsvektoren x und y gemeinsam normalverteilt, so ist
die bedingte Verteilung von x gegeben y wieder normal. Die bedingte
Verteilung ist somit durch ihre ersten beiden Momente bestimmt, die

sich aus den ersten beiden Momenten der gemeinsamen Verteilung erge-
ben.

Dazu sel der folgende Satz zitiert (vgl./14/,Theorem 13.1 und 13.2},
wobei A* die Pseudoinverse einer Matrix A bezeichnet (vgl. Anhang A):

(2.3.1) Satz: Seien x und y gemeinsam normalverteilte Zufallsvektoren.
Dann ist die bedingte Verteilung P{x$u|y} wieder
eine Normalverteilung, wobei die Parameter E{x'y}
und cov{x|y}:=E{[x-E{x|y}]-[x-E{x|y}]T |y} gegeben

sind durch :

E{x|y}

cov{x|y} = cov{x} + cov{x,y}-cov{y}* -covix,y}T

E{x} + cov{x,y}-cov{y}*t-(y-E{y})

Wenn man dies nun im Zusammenhang mit dem Schiatzproblem (2.1.1)
betrachtet, so besagt dieser Satz gerade, dafl im Falle von Normalver-
teilungen der optimale Schatzer fir x gegeben y beziiglich der Verlust-
funktion VeK (nach Satz (2.2.6) also die bedingte Erwartung) eine
affine Funktion in y ist.

2.4. Lineare kle*nste-Quadrate Schatzer

Wegen der am Ende von Abschnitt (2.2) erwahnten Schwierigkeiten der
best.immung der bedingten Erwartung werden wir uns nun auf eine klei-
nere  Klasse von  Schatzfunktionen beschranken, namlich auf lineare
Schatzfunkionen.

Diese Einschrankung wird vor allem durch das Ergebnis des letzten

Abschnitts (2.3) motiviert. Dort wurde gezeigt, dafl unter Normalver-

SRR SRR SR b o il TR



-18-

teilungsannahmen der optimale Schitzer linear in ¥ ist und die Redu-
zierung auf affine Funkionen in diesem Fall gar keine Einschriankung
bedeutet.

Da es zu den ersten beiden Momenten eines beliebigen Zufallsvektors
einen gaufschen Zufallsvektor gibt, dessen Verteilung eindeutig durch
die beiden Momente bestimmt ist, so kann man auch im allgemeinen Fall
mit.  einem nichtlinearen Schitzer nur dann ein geringeres Risiko erhal-
ten als mit linearen Schitzern, wenn man auch Momente mindestens drit-
ter Ordnung benutzt.

Dieser Abschnitt wird sich nun mit folgendem Problem beschaftigen:

(2.4.1) Es seien x € I2(n), vy € La(m), n,m € N
L{y) := { 2:Q-5R" : 2z = a + G-y , a€R*, GeM(n,m) }
Vsi: R* -> Rot ; Vs(p) = pT-S-p (S positiv definit)
Gesucht ist ein x"eL(y) mit
E{Vs(x-x")} € E{Vs(x~-z)} flir alle zeL(y)

Fafit man 1:2->R als Funktion auf, die mit Wahrscheinlichkeit 1 den
konstanten Wert 1 annimmt, so kann man mit G‘::[a|G] und y* :=[1,yT]T
schreiben:

L(y) := { 2z:Q->R* : 2 = G¥-y* , G* € M(n,m+1) )

Das Problem (2.4.1) ist gerade das Approximationsproblem der Hilbert-
raumtheorie, denn der Raum Lz (n) zusammen mit dem Skalarprodukt <-,->s
ist ein Hilbertraum (vgl.{(2.2.3)) und L(y) ein abgeschlossener Unter-
raum von Lz {n). Der Satz Uber die Orthogonalprojektion in Hilbertriu-
men (vgl./20/,89) besagt nun:

(2.4.2) Es gibt genau ein x"€L(y) mit Rs(x") = inf{Rs (z),zel(y)}
und es gilt:
Rs (x")}=inf{Rs (z),z€L{y)} <=> <x-x",z>s=0 flr alle zeL(y)
d.h. e"i=x-x" L L(y)

Der optimale lineare Schétzer ist also gerade die Orthogonalprojektion
im Raum Lz (n) auf den Unterraum L{y). x"eL(y) bedeutet, daB es eine
(nicht notwendig eindeutige) Matrix Gn*:[aA|G“] € M(n,m+1) gibt mit
x"=Go* -¥*. Eine solche Matrix ist nun zu bestimmen. Kriterien dazu

liefert der folgende Satz:

TR R SRR L B o i o JITT T
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(2.4.3) Satz: Eine Matrix Go*, d.h eine Darstellung x*=Go* -y*, ist
durch eine der folgenden Aquivalenten Bedingungen
bestimmt, wobei e”=x-x". Diese Bedingungen sind sowohl
hinreichend als auch notwendig.

(1) E{e"7T-S-GF-y*} = 0 fir alle G*eM(n,m+1)
(2) E{e”-y*T} = 0 (Nullmatrix)
(3) E{X.yXT} - GOX.E{yX-yXT}

Bewels: Daf3 die Bedingung (1) hinreichend und notwendig ist besagt

gerade (2.4.2). Es bleibt also nur die Aquivalenz zu zeigen.

(2) => (1) Wegen der Linearitat des Erwartungswertes folgt aus
E{e”-y*T} = 0, daB fir eine beliebige Matrix
G € M(n,m+1) gilt : E(S-e”-y*T-G*T} = 0
Also E{e"T-S-Gt-y*} E{(S-e™)T -y* -G*}
Spur[E(S:e”- (G -y*)T}] = 0O

(1) => (2) Es sei 1gign, 1<j<m+1
1 k=i,l=j
Wahle in (1) speziell G*=(gk) ) mit gklz{
0 sonst

Damit: G* -y* = (0,---,0,y;%,0,---,0)T
d.h. in der i-ten Komponente steht y;*

und e"T-S-Gt-y* = (S-e” )T -y*-G*
= (S-e”)i ‘y;¥
Also E((S-e”); -yj*} = E{e”T-S-G*-y*} = 0
Da i und j beliebig waren, gilt somit
E{S-e”-y*T} = 0
Da S positiv definit ist, insbesondere also reguléar,
folgt (2) aus S E{e”-y*T} = E{(S-e”-y*T} = 0

(2) => (3) Efe”-y*T} = 0 <=> E{(x-Go* -y*) -y*T} = O
(=> E{x-y*T} = Go* -E{y*-y*T}

Die Schreibweise G*::[a|G] und y*¥:=[1,¥T]T wurde nur zur Vereinfachung
eingefihrt. Im folgenden werden nun die Gleichungen fir «” und G aus
Go*::[aA|G“] hergeleitet.

E{x-y*T} = [ E{x} | E{x-y"} ]
[ 1 I E{y}T ]
E{y}| E{y-yT7}

[a”+G™-E{y}|a” -E{y}T+G" -E{y-y"}]

E{y* -y*T)

Go* -E{y* -y*T}

T AT O L U MR . . bt i, b il i Lkt |
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Aus (2.4.3), Gleichung (3), folgt somit:
(2.4.4) (1) o« = E{x) - G"-E{y}
(2) E{x-y*} - E{x}-E{(y}T = G"-[E{y-y"} - E{y} E{y)"]
=> cov(x,y) = G"-cov(y)

Damit kann man nun die LOsung des linearen kleinste-Quadrate Schatz-
problem folgendermafien zusammenfassen:

(2.4.5) Satz: Es seien x € I2(n), y € Lo(m), n,m € N .

Der Raum der zuldssigen Schatzfunktionen sei

L{y) := { z:Q->R" ! 2 = a + G-y , a€R", GeM(n,m) },
d.h. der Raum der linearen Schitzfunktionen in y.
Als Verlustfunkion sei Vs: RM -> Ro* ; Vs(p) = puT™-S-u

gewdahlt, wobei S eine positiv definite Matrix ist.

Der optimale lineare Schiatzer x” flr x gegeben y
bezuglich der Verlustfunktion Vs ist dann eindeutig
bestimmt und es gilt:

x” = E{x} + G"-[y - E{y}] (1)
wobei G bestimmt ist durch:

covix,y) = G"-cov(y) (ii)
Fir den Schatzfehler e”:=x-x"=(x-E{x)})-G"-[y-E{y}]
gilt: E{e”} = 0

cov(e™) = cov(x) - G"-cov(x,y)T (iii)

Die Bedingung ist (ii) Aquivalent mit (vgl.(2.4.3)(2))

E{e”-yT} = cov(e”,y) = 0 (iv)
Auflerdem gilt:
E{e”-x"T} = cov(e™,x") = 0

und cov({e”,x) cov(e™) (v)

Bemerkungen:

(2.4.6) Der optimale lineare Schatzer ist also durch die beiden
ersten Momente der gemeinsamen Verteilung von x und y
bestimmt. Auflerdem ist der optimale lineare Schatzer

erwartungstreu.

(2.4.7) Bedingung (iv) des letzten Satzes besagt gerade:
Ein linearer Schitzer ist genau dann optimal, wenn
Schiatzfehler und Beobachtung unkorreliert sind.
(d.h. wenn aus der Beobachtung keine weiteren

Informationen mehr gewonnen werden konnen)

e c v 12 it SRS ST N
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(2.4.8) Gleichung (v) besagt, daB Schatzfehler und Schatzung
unkorreliert sind.

(2.4.9) Der Schialzer x" ist unabhéingig von der positiv definiten
Matrix S, die die Verlustfunktion definiert.

Un eventuellen Mifverstidndnissen vorzubeugen, sei noch einmal klarge-
stellt in welchem Sinn der optimale lineare Schiatzer und seine Dar-
stellung eindeutig bestimmt sind. Hierbei werden auch noch weitere

neue Aspekte klar werden.

Bemerkungen zu den Eindeutigkeitsaussagen von Satz (2.4.5):

(2.4.10) Es sei G:={ G € M(n,m) : cov(x,y) = G-cov(y) }
Dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) G+ ¢
(b) G € G <=>x" := E{x} + G-[y-E{y}] ist optimaler
Schatzer im oben genannten Sinn
(c) Ist x"eL(y) ein im obigen Sinn optimaler Schatzer,
so gibt es ein G € G mit x” = E{x} + G-[y-E{y}].
(d) Seien x1” = E{x} + Gi-[y-E{y}] und
x2” = E{x}) + Gz -[y-E{y}] mit G1,G: € G,
so ist x37 = x2© P-fast-sicher.
(e) Sei G" € G. Dann sind fiir G € M(n,m) folgende Aussagen
Aquivalent:
(1) GeG
(ii) (G"-G)-cov(y) = O
(iii) Die Zeilen von (G"-G) liegen im Kern(cov(y))
(f) Sei G© € G. Dann sind fir D € M(n,m) folgende Aussagen
aquivalent:
(i) G'+D e G
(ii) D-cov(y) = O

(iii) Die Zeilen von D liegen im Kern(cov(y))

Diese Aussagen sind nur eine Prazisierung der bisher gefundenen Ergeb-
nisse. Sie resultieren im wesentlichen aus (2.4.2). Der Zusammenhang
zwischen (d) und (e), bzw. (f), wird durch folgenden allgemeinen Satz
deutlich. Dies ist weder in der Literatur zur Filterung noch in den

Lehrbiichern der Wahrscheinlichkeitstheorie zu finden.
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(2.4.11) Satz: Sei meN und y ein m-dimensionaler Zufallsvektor, dessen

Beweis:

RN .| = bt bk, kil

(a)

"

Kovarianzmatrix existiert. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(a) Fir aeRm gilt:

a € Kern{cov(y)) <=> P{ aT-(y-E{y}) =0} = 1

(b) P{ (y-E{y}) € Kern(cov(y))+ } = 1 und

(c)

(wegen Kern(cov(y))}+ = Bild{(cov(y)) ist dann
auch P{ (y-E{y}) € Bild(cov(y)) } = 1)
und fiir jeden Unterraum H des R®, der eine echte
Teilmenge von Bild(cov(y)) ist, gilt:
P{ (y-E{y}) e H} <1,

d.h. der Bildraum unter der Kovarianzmatrix von y
ist der kleinste Unterraum des R», in dem
P-fast alle Realisierungen von y-E{y} liegen.

Fir zwei Matriten G ,G: € M(n,m), neN, sind folgen-

de Aussagen Aquivalent:

(i)  Gi-[y-E{y}] = Gz -[y-E{y}] P-fast sicher

(ii) y-Ely} € Kern(G,-Gz) P-fast sicher

(iii) Gi -cov(y) = Gz ‘cov(y)

(iv) Die Zeilen von (G1-Gz) liegen im Kern(cov(y))

>" Sei a€Kern(cov(y))

Dann ist z := aT-(y-E{y}) eine skalare Zufallsvariable

mi

un

t E{z} = aT-E{y-E{y}} = 0
d var(z) = E{z-2T} = E{aT - (y-E{y}) - (y-E{y})T -a}
a -cov(y)-a = 0

Somit gilt z = 0 P-fast sicher

"<=" Sei a€R™ und z := aT-(y-E{y}) = 0 P-fast sicher.

cov(y)-a = E{(y-E{y}) - (y-E{y} )" -a}

E((y-E{y})-2zT} = E{(y-E{y})-z} =0

i

(b) P{ (y-E{y}) € Kern(cov(y))+ }

Se

a

P({weQ: af - (y-E{y)})=0 fir alle a€Kern(cov(y)) })
P( n (weQ: aT- - (y-E{y})=0}) , K:=Kern(cov(y))

a €K

non

Dieser Schnitt ist iiberabzéhlbar,man kann ihn jedoch auf

einen abzahlbaren {sogar endlichen) Schnitt reduzieren:

i B eine Basis von K. Dann gilt:

n {weQ: af - (y-E{y})=0} = n (weQ: aT-(y-E{y})=0}

EK a €EB
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Somit ist:

P{(y-E{y}) € Kern(cov(y))+} = P( n {weQ: aTf - (y-E(y)})=0})

a €B

=0 Pla™ (y-E{y}) =0} = 1
a €R

Auferdem gilt:
Kern(cov(y))+ = Bild(cov(y)T) = Bild(cov(y)) = cov(y)-Rm

Sei nun H ein Unterraum des Rm
und H echte Teilmenge von Kern(cov(y))Ll
Dann ist Kern(cov{(y)) echte Teilmenge von HL und es
existiert ein ac€Ht mit ao¢ liegt nicht in Kern(cov(y))
Angenommen es gelte P{y-E{y} € H} = 1
Dann gilt insbesondere fir as, daB
P{aoT-{y-E{y}) = 0} =1
Damit folgt aus (a): ao € Kern(cov(y))

Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von ao

(c) Teil (a) angewendet auf die Zeilen von (G;-Gz)

Andere Formulierung von (2.4.11) (b)
Die Realisierungen von y liegen P-fast sicher in E{y}+Bild(cov(y))
und dies ist der kleinste affine Unterraum fiir den dies gilt.

Fir Normalverteilungen vergleiche man Anhang B (B.2)

TR S etk
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Es sei noch eine Bemerkung tber die "Additivit&t" des optimalen Schéat-
zers gemacht:

(2.4.12) Es seien k,myn € N, my,...,nx € N.
Ferner seien fur i=1,...,k :
Ti eine min - Matrix und x3 € L2 (n; )
AuBlerdem sei veL; (m) ein mit y unkorrelierter Zufallsvektor,

d.h. cov(v,y)=0
Der optimaler linearer Schéatzer fir

k
2:= LT -xi +v € Lz(m)

gegeben die Verlustfunktion Vs ist dann:

K
z":Z LT 'xa " + E{v}] , wobei x " der Schitzer fir x;
b=l gemdfl Satz (2.4.5) ist.

Beweis: Wegen xi € Iz(ni ) und v € Lz (m) ist z € Lz (m).

Somit ist gem&f} Satz (2.4.5)
k Kk
z” = E{Z Tixi +v} + cov(Z Tixi +v,y)-cov(y)* - [y-E{y}]
i=1 i=1

Ti -E{xi } + E{v} +

1

L I

i
k

+ [ Z Ti -cov(xi,y) + cov(v,y) ]-cov(y)* -[y-E{y}]
i=1

k
=2 T -[ E(xi} + covixi,y)-cov(y)* -[y-E{y}] 1 + E{v}

i=1
= Ti -xi ~ + E{v}

1

"o o=

der optimale lineare Schatzer fir z gegeben y.

~

LT o-x

Symbolisch: K
EXERN
P o1

K
= ZTixi T+ E{v)

i=1

speziell fir k=1 und E{v}=0 : ( T-x + v )" = T-x"
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Kapitel 3 : Kalman-Filter : Herleitung und Eigenschaften
3.1 Herleitung des Kalman-Filters und Bemerkungen

Nach den Voriberlegungen von Kapitel 1 und 2 soll nun der Kalman-
Filter zu dem Zustandsraummodell, wie es in (1.3.1)-(1.3.5) angegeben

wurde, formuliert werden. Das zugrundeliegende Modell soll dazu
zundchst noch einmal wiederholt werden:

(3.1.1) Systemgleichung
x(k+1) = A(k)-x(k) + c(k) + G(k) -w(k) , k=20
mit E{w(k)} = 0
covi{w(k),w(i)} = & k-Q(k)
c(k) affine Funktion in y(i), 0<i<k
(vgl.(1.3.5))

Diese Annahme beziiglich c(k) ist allgemeiner als die Annahme, daf c(k)
ein rein deterministischer (Input-) Vektor ist. Diese allgemeinere
Behandlung ist wichtig im Hinblick auf die im Abschnitt 1.3. angespro-
chene  Feedback-Kontrolle und das 'Separations-Prinzip". In den
iblichen Herleitungen des Kalman-Filters wird stets c(k) als determi-
nistisch angenommen. Dabei ist die hier gemachte Verallgemeinerung
kaum schwieriger zu behandeln.

(3.1.2) Anfangsbedingungen
E{x(0)} = p(0) € Rn
cov{x(0)} = P(0)

{(3.1.3) Mefigleichung
y(k) = H(k)-x(k) + v{k) , k>0
mit E{v(k)} = 0
cov{v(k),v(i)} = & k -R(k)

(3.1.4) Korrelationen

cov{v(k),w(i)} =0 , i,k € No
cov{vi{k),x(0)} = 0 , k € No
cov{w(k),x(0)} =0 , k € No

Zu einem aktuellen Zeitpunkt k20 hat man nun zusédtzlich zu den Kennt-
nissen iiber die Prozesse x und y, die man aus den obigen Modellannah-
men folgern kann (vgl.(3.1.6)-(3.1.10)), noch die Realisierungen von
y(i), 0<i<k , =zur Verfigung. Diese Zufallsvektoren werden zusammenge-
faffit zu:

(3.1.5)  Y[O,k] = (y7(0),y7(1),...,y"(K))T

i i:n.:..lh.:i.-.“h.n.ﬂ;.mﬁ& &
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Aufgrund dieser Beobachtungen soll der Wert von x(1), 12k , geschatzt

werden. Dies ist genau die Situation des Kapitels 2 mit
y = Y[0,k] und x = x(1)

Aus den dort erwdhnten Grinden werden wir uns auch hier auf Schatzer

der Form L{(Y([0,k]) beschrinken, wobei L eine affine Funktion ist.

Vor der Herleitung der Filtergleichungen werden zunichst noch einige
Beziehungen angegeben, die direkt aus dem vorgegebenen Modellgleichun-
gen folgen.

Der Ubergang von x(k) zu x(1), 12k ergibt sich aus
1 -1
(3.1.6) x(1) = &(1,k) -x(k) + & &(1,i+1)-[c(i) + G(i) -w(i)]
i =k
A(J-1)-...-A(i) fir pi
wobei &(j,i) := {
I fir j=i

Insbesondere gilt also
1-1

(3.1.7) x(1) = (1,0) -x(0) + £ &(1,i+1)-[c(i) + G(i)-w(i)]

i=o0

und fiir den Erwartungswert pu(l) := E{x(1)}

1-1
$(1,k)-p(k) + = &(1,i+1) -E{c(i)}
ik

(3.1.8) u(l)

1 -1

$(1,0) pu(0) + & &(1,i+1) -E{c(i))
i=0

Fir den Erwartungswert t{(l) := E{y(l)} von y erhdalt man

(3.1.9) (1) = H(1)-u(1)

Die Startzufallsvariable x(0) und die Rauschprozesse v,w haben - gemaf}
Modellannahme - endliche 2. Momente. Da alle Ubergénge im Modell
linear sind, haben folglich auch die Prozesse x, y und ¢ endliche 2.
Momente. Fir die Korrelationen dieser Prozesse mit den Rauschprozessen

gilt nun:

(3.1.10) Korrelationen der Prozesse Xx,y,c mit den Rauschprozessen:

a) Der Systemprozef} x, der Beobachtungsprozef3 y und der
Inputprozef ¢ sind mit gegenwirtigem und zukiinftigen
Systemrauschen unkorreliert, d.h.

covi{x(k),w(j)} =0
covi{y(k),w(j)} = 0 fir jzk20

0

]

cov{c(k),w(Jj)}
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b) Der Systemprozefl x ist mit gegenwaArtigem und zukiinftigen
Mefirauschen unkorreliert, d.h.
covi{x(k),v(j)} =0 fir jzk20
und der Beobachtungsprozef y und der Inputprozef c sind
mit zukiinftigen MefBrauschen unkorreliert, d.h.
cov{y(k),v(j)} = 0
covic(k),v(j)} = 0 fir j>k20

Beweis: Folgt aus den Modellannahmen mit Induktion iiber k.

Es sei keN der aktuelle Zeitpunkt.
Aufgrund der Beobachtungen von YT[0,k] = (y7(0),...,yT"(k)) soll man

die Realisierung von x(1) fiir 12k schiatzen. Der Raum der zulassigen

Schatzfunktionen sei dabei - wie in (2.4) - der Raum der affinen
Schatzfunktionen:
L(k) := { z:Q->Rn | z = a + C-Y[0,k] , aeRn» , C € M(n, (k+1)-m) }

Als Verlustfunktion sei wieder Vs:R'->Rpt ; Vs(€) = €T-S-€ mit einer
positiv definiten Matrix S gewahlt.

Soll aufgrund von Y[0,k] die Realisierung zukinftiger Beobachtungen
v(l), 1>k, geschitzt werden, so sind dafiir folgende Schatzfunktionen

zulassig:
[#(k) := { z*:Q->Rm | z¥= o*+C* -Y[0,k] , a*eRm , C*e M(m, (k+1) -m) }

Als Verlustfunktion sei in diesem Fall Vs* :Rm->Rp* ; Vs*(§) = 8T-S*-§
gewahlt.

Zur Vereinfachung der Schreibweise werden folgende Bezeichnungen
eingefihrt:

(3.1.11)  x(1|k)

lineare kleinste-Quadrate Schatzer fir x(1)

gegeben y(0),...,y(k)

e(llk) := x(1) - x(1]|k) "Schiatzfehler"

y(l'k) := lineare kleinste-Quadrate Schatzer fir y(1)
gegeben y(0),...,y(k)

ik el nJh.:l“-Mi b sidodinkk ) LET .
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Hat man nun den Schatzer x{k|k), so kann man die Schatzer x{l[k) und
y(l]k} fir 1>k leicht daraus berechnen:

(3.1.12) Zusammenhang zwischen Filterung und Vorhersage

Sei x(k|k) optimaler linearer Schétzer fir x(k) gegeben
Y[0,k]. Ferner sei 1>k und c(i) fiir k<i<l eine affine Funk-
tion in Y[0,k] (statt in Y[0,i]). Dann gilt:

-1

x(1|k) = ¢(1,k) x(k|k) + & &(1,i+1)-c(i)
i =K
-1

e(l|k) = §(l,k)-e(k|k) + L $(1,i+1) -G(1) -w(i)
i=k

Efe(1]k)} = 0

cov{e(l|k}} = Q(l,k)-cov{e(k|k)}-§(l,k)T
- 1-1

+ 2 8(1,i+1)-G(1)-Q(i)-G(i)7-&(1,i+1)7
i=k

y{l[k) = H{l)-x(l|k)
Insbesondere gilt fir die Einschritt-Vorhersage {(1=k+1)

x(k+1|k) = A(k) -x(k|k) + c(k)

Beweis: Sei 1>k

-1
Sei z := @(l,k)-x(k|k} + L &(1,i+l)-c(i) gewdhlt.
i =k

Da c(i) fir k<i<l und x(k|k) affine Funktionen in Y[O0,k]
sind, ist auch z affin in Y[0,k]. 2z ist also eine zuléassige
Schatzfunktion fir x(1) gegeben Y[0,k]. Zu zeigen bleibt
noch die Optimalitéat.

Sei e = x(1) - 2z
Nach Satz (2.4.5)(iv) geniigt es zu zeigen, daB
E{e} = 0 und cov{e,Y[0,k]} =0

Gemédfl (3.1.6) und Bezeichnung (3.1.11) gilt
e = x(1) - =z

1-1

@{l,k)-e(k|k) + L §(1,i+1) -G(i)-w(i)
"

1]
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Aus E{e(k]k)} = 0 und E{w(i)} = 0 folgt hieraus
E{e} = 0

und

cov{e,Y[0,k])

¢(1,k) -covie(k|k),Y[0,k]}
I =1

+ Z &(1,i+1)-G(i) -cov{w(i),Y[O0,k]}
i=k

=0,

denn cov{e(kfk),Y[ﬂ,k]} = 0 wegen (2.4.5)(iv) und der
Optimalitat von x(k|k)
und cov{w(i),Y[0,k]} = 0 wegen (3.1.10)(a)

Hieraus folgt die Behauptung.

Da man die Vorhersagen leicht aufgrund von (3.1.12) erhalt, wird sich
dieser abschnitt im folgenden mit der Filterung beschaftigen, d.h. mit

der Bestimmung von x(k|k}.

Aus Satz (2.4.5) folgt

(3.1.13) x(k|k) = E(x(k)} + D(k)-[Y[O,k] - E{Y[O,k]l}] ,

wobei die Matrix D(k) € M{n,(k+1)-m) bestimmt wird durch:

(3.1.14) cov{x(k),Y[0,k]} = D(k) -cov{Y[O,k])

Theoretisch konnte man nun D(k) aus dieser Gleichung (3.1.4) berech-
nen. Praktisch ware dies jedoch aufgrund der mit wachsendem k immer
grofler werdenden Matrizen lkaum durchfihrbar. Man kann jedoch den opti-
malen Schétzer auch rekursiv berechnen. Diese Rekursionsgleichungen

wurden 1960 von Kalman (vgl./11/) veroffentlicht und werden daher in
der Literatur als Kalman-Filter-Algorithmus bezeichnet.

Im folgenden sollen, ausgehend von Satz (2.4.5), diese Filterglei-
chungen hergeleitel werden. Dazu seien zunidchst noch folgende Bezeich-

nungen eingefiihrt, bzw. wiederholt:

(3.1.15) Schatzfehler

e{k[k—l) = x(k) - x{k|k—1}
e(kk) = x(k) - x(k|k)
d(k|k-1) := y(k) - y(k|k-1)
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(3.1.16) Fehlerkovarianzmatrizen
P(k|k) 1= cov{e{k|k)}
P(k|k-1) covie(k|k-1)}
Pa (k|k-1) cov{d(k|k-1)}

Es sei nun k der aktuelle Zeitpunkt.

Der Schatzer x(kullk—l) fir x(k-1) gegeben Y[0,k] und die zugehérige
Fehlerkovarianzmatrix P(k-1|k-1) seien bekannt.

Nach (3.1.12) gelten dann fiir die Einschrittvorhersagen:

(3.1.17)  x(k|k-1)
P(k|k-1)

A{k~1)-x(k—1|k—l) + c(k-1)
A(k-1) -P(k-1|k-1) -A(k-1)T + G(k-1)-Q(k-1)-G(k-1)"7

(3.1.18) y(k|k-1)
Pa (k|k-1)

H(k) -x(k|k-1)
H(k) -P(k|k-1) -H(k)T + R(k)

Zum Zeitpunkt k erhdlt man dann neue Informationen iiber das System,
namlich die Realisierung von y(k). Damit wird nun x{k'k) bestimmt.

Zur Trennung der bisherigen Beobachtungen Y[0,k-1] und der neuen Beo-
bachtung y(k) wird die Bestimmungsgleichung (3.1.14) in die beiden
Gleichungen

(3.1.19) a) cov{ x(k) - D(k)-Y[0,k] , Y[O,k-1] } = 0O
b) cov{ x(k) - D(k)-Y[0,k] , y(k) } =0

aufgespalten und die Matrix D(k) wird in

(3.1.20) D(k) = [D*(k),K(k)] mit D*(k) € M(n,k-m)
K(k) € M(n,m)

aufgeteilt. Mit dieser Aufteilung gilt dann:

(3.1.21) x(k) - D(k)-Y[0,k]

x(k) - D* (k) -Y[0,k-1] - K(k) -¥(k)

x(k) - D*(k)-Y[0,k-1] - K(k) -H(k) -x(k) - K(k)-v(k)
nach (3.1.3)

[T - K(k)-H(k)] x(k) - D*(k)-Y[0,k-1] - K(k) - -v(k)

"

1"

Setzt man dies in (3.1.19)(a) ein, so erhalt man wegen (3.1.10)(b)

(3.1.22) cov{ x(k)-D(k)-Y[O,k] , Y[0,k-1] }
cov{ [I-K(k)-H(k)]-x(k)-D*(k)-Y[O,k-1] , Y[O,k-1] }

Somit ist die Gleichung (3.1.19)(a) Aquivalent zu

(3.1.23) [I-K(k)-H(k)] -cov{x(k),Y[0,k-1]1} = D* (k) -cov{Y[O,k-1]}

i ol bl idi
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Wegen Satz (2.4.5) hat die optimale lineare Einschrittvorhersage die
Form:
(3.1.24) x(k|k-1) = E{x(k)} + D"(k)-[Y[0,k-1] - E{Y[O,k-11}] ,
wobei fur D" (k) gilt:
cov{x(k),Y[0,k-1]1} = D"(k) -cov{Y[0,k-11}

Damit gilt:
(3.1.25) Do*(k) = [I-K(k)-H(k)]-D"(k)
ist eine spezielle Losung von (3.1.23).

Die weiteren Losungen von (3.1.23) sind genau die Matrizen D* (k) fiir
die gilt:

D* (k) -cov{Y[0,k-1]} = Do* (k) -cov{Y[0,k-1]}
Dies sind nach (2.4.11){(c) genau die Matrizen D* (k), fiir die es ein
(k) € M(n,k'm) gibt mit
(3.1.26) (a) Dx(k) = Do*(k) +(k) wund

(b) (k)-[Y[0,k-1] - E{Y[0,k-1]}] = O P-fast sicher

bzw. (k) -cov{Y[0,k-1]} = O

Die folgende Gleichung stellt den eigentlichen Ubergang von Gleichung
(3.1.14) =zu einer rekursiven Gleichung dar. Die Gleichung besagt, daB
die gesamte flr x(k|k) bendtigte Information liber die Beobachtungen
Y[0,k] bereits in x(k|k—1} enthalten ist.

(3.1.27) Fiur die Losungen D* (k) von (3.1.23) gilt:
D* (k)-[Y[O0,k-1] - E{Y[O,k-1]}]
[Do* (k) +(k)]-[Y[O,k-1] - E{Y([0,k-11}]
[IT-K(k)-H(k)]-D" (k) -[Y[0,k-1] - E{Y[0,k-11)}]
P-fast sicher nach (3.1.26)(b)
[I-K(k) -H(k)]- [x(k|k-1) - E{x(k)}]
nach (3.1.24)

11

Setzt man (3.1.20) und (3.1.27) in (3.1.13) ein, so erhalt man:

(3.1.28) x(k|k)

E{x(k)} + D*(k)-[Y[0,k-1] - E{Y[0,k-11}]
+ K(k) - (y(k)-E{y(k)})

= E(x(k)} + [I-K(k)-H(k)]-[x(k|k-1) - E{x(k)}]

+ K(k) - (y(k)-E{y(k)}) P-fast sicher
= [1-K(k) -H(k)]-x(k[k-1)

+ K(k) - (y(k)-E{y(k) }+H(k) -E{x(k) })
= [I*K(k)-H(k)]-x(k|k—1} + K(k) -y(k) nach (3.1.9)
= x(k|k-1) + K(k)-[y(k)-H(k) -x(k|k-1)]
= X{klk*l) +_K(k}'[Y(k)—y(k|k—1)] nach (3.1.18)
= X{k‘k—l) + K(k)-d(klk—l) nach (3.1.15)
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Diese Form 1Bt sich sehr schon veranschaulichen:

Bevor man die Beobachtung y(k) zur Verfiigung hat, also unter alleini-
ger Benutzung von Y[0,k], werden vorliaufige Schatzungen x(k|k~1} fir
x(k) und y(k|k-1) fir y(k) gemacht. Tritt nun die Beobachtung y(k)
auf, so vergleicht man diese mit der vorlaufigen Schatzung und stellt
den Fehler d{k|k—1)=y(k)~y(k|k—1} fest. Daraufhin wird die vorlaufige
Schatzung fir x(k) korrigiert und zwar proportional zum festgestellten
Fehler mit einer Verstarkungsmatrix K(k). Diese einfache und sugge-—
stive Prediktor-Korrektor-Form des Algorithmus hat wohl in hohem Mafe
mit zur Popularitét des Kalman-Filters beigetragen.

In der bisherigen Herleitung fehlt nun noch die bestimmung der
Verstirkungsmatrix K(k). Diese Matrix wird in der englisch-sprachigen
Literatur auch als "Kalman gain" bezeichnet. Zur Herleitung der obigen
Form (3.1.26) des optimalen Schétzers wurde nur die Bedingung
(3.1.19)(a) herangezogen. Zur Bestimmung von K(k) wird nun (3.1.19)(b)
betrachtet.

Bestimmung der Verstiarkungsmatrix K(k):

Aus (3.1.21) und (3.1.27) folgt

(3.1.29) [x(k)-E{x(k)}] - D(k)-[Y[O,k]-E{Y[0,k]}]
= [I-K(k) -H(k) ] - (x(k)-x(k|k-1)) - K(k)-v(k) P-fast sicher
= [I-K(k) -H(k)]-e(k|k-1) - K(k)-v(k)

Dies in (3.1.19)(b) eingesetzt ergibt:
0 = cov{ x(k) - D(k)-Y[0,k] , y(k) }
[I—K(k)vH(k)]-cov{e(k[kwli,Y(k)} - K(k) -cov{v(k),y(k))
[I-K(k) -H(k) ] - [cov{e(k|k-1),x(k)} -H" (k) + cov(e(k|k-1),v(k)}]
- K(k) -cov{v(k),x(k)} -H" (k) - K(k)-cov{v(k),v(k)} nach (3.1.3)
[I—K(k)-H(k)]‘[cov{e(k|k~1),x(k}}-HT(k) - K(k) -covi{v(k),v(k))
nach (3.1.10)(b)

1

[I~K(k)-H(k)]-P(k|k—1)-HT{k) - K(k) -R(k)
denn aus (2.4.5)(v) folgt: cov{e{klk—l),x[k}}:cov{e(k|k—l)}
:P{k‘k—l)

Damit ist (3.1.19)(b) unter Bericksichtigung von (3.1.19)(a) aquiva-
lent zu:
(3.1.30) K(k)'[H{k)-P(k|k—1)‘HT(k) + R(k)] = P{k‘k—l)-HT(k)

Dies ist die Bestimmungsgleichung fir die Verstarkungsmatrix K(k). Mit

Hilfe von (3.1.18) kann man sie auch folgendermafjen schreiben:

(3.1.31) K(k)-Pa(k|k-1) = P(k|k-1)-HT (k)
d.h  K(k)-cov{y(k)-y(k|k-1)} = cov{x(k)-x(k|k-1)} -HT (k)
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Fur den Schatzfehler e(klk):x(k)—x(k|k-1) erhalt man aus (3.1.29):
(3.1.32) e(k|k) = [I—K{k}-H(k}]‘e{kfkﬂl) - K(k) -v(k)
Fiir die Kovariangzmatrix des Schatzfehlers gilt folglich:

(3.1.33) P(k|k) = covie(k|k)}
= [I—K(k)‘H{k}]'P(k|k—1)'[I—K(k)-H(k)]T + K(k) -R(k) -KT (k)
wegen (3.1.10)(b)
beziehungsweise:
(3.1.34) P(k|k)

H

cov{e(k|k)} = cov{e{k'k),x(k)} nach (2.4.5)(v)
{I-K(k)-H(k)]-P(k|k—1)
nach (2.4.5)(v) und (3.1.10)(b)

Zusammendfassend bekommt man somit folgende Rekursionsgleichungen, mit
denen man eine Version , d.h bis auf P-fast-Gleichheit, des optimalen

Schatzers erhalt:

bekannt : x(kHI]k—l) und P(k-1|k-1)
vorlaufige Schatzung x(k|k—1} = A(k~1)-x{k—1|k—1) + c(k-1)
korrigierte Schatzung : x(k]k) = x(k|k—1} + K(k)-[y(k)—H(k)‘x(klk—lj]
Kovarianzmatrizen und Verstérkungsmatrix:
P(k|k-1) = A(k-1) -P(k-1|k-1) -AT(k-1) + G(k-1)-Q(k-1) -GT (k~1)
K(k)-[H(k) -P(k|k-1) -H" (k) + R(k)] = P(k|k-1) -HT (k)
P(k|k) = [I-K(k) -H(k)]-P(k|k-1)

Das mit wachsendem k immer gofler werdende Gleichungssystem (3.1.14)
wurde auf das Gleichungssystem (3.1.30) fester Grofle (m#fm) reduziert.
Anstatt die gesamte Matrix D(k) = [D*(k),K(k)] zu berechnen, bendtigt
man wegen der Beziehung (3.1.27) nur die n¥m-Matrix K(k).

Bisher wurde gezeigt, wie man aus dem Schiatzer x{k—1|k—1) und seiner
Fehlerkovarianzmatrix P(k—l[k—l) den Schéatzer x(k|k} und dessen Feh-
lerkovarianzmatrix P(k[k) erhadlt. Um die Rekursion in Gang zu setzen
benétigt man noch eine Anfangsschatzunge x(0|0) und P(O[O). Diese wer-
den direkt aus (3.1.14) bestimmt:

(3.1.35) cov{x(0),y(0)} = D(0)-cov{y(0)}

Dabei ist cov{x(0),y(0)} = cov{x(0),x(0)}-HT(0) + cov{x(0),v(0)]}
P(0) -HT(0) wegen (3.1.2) und (3.1.4)
cov{H(0) -x(0)+v(0)}
H(O) -P(0) -HT(0) + R(O)
wegen (3.1.2) und (3.1.4)

cov{y{0)}
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Somit gilt:

(3.1.36)
und wegen
(3.1.37)

Dies pafit

D(0)-[H(O0) -P(0)-HT(0) + R(0)] = P(0)-HT(0)
(3.1.13)
x(0]0) = u(0) + D(0) [y(0)-H(0) -pu(0)]

mit P(0|—1) = P(0)
x(0|-1) := u(0)
und K(0) := D(0) in das obige Schema.

Damit kann nun der Kalman-Filter-Algorithmus formuliert werden:

(3.1.38)

;;..;.;nu..,i'nlﬁ.m.i.m. &

Kalman-Filter
Modell: x(k+1)

A(k) -x(k) + c(k) + G(k) -w(k)

y(k) = H(k) -x(k) + v(k) , k20
mit (k) affine Funktion in Y[0,k]
E{w(k)} = 0 cov{w(k),w(i)} = 6i x -Q(k)
E{v(k}} = 0 cov{v(k),v(i)} = &« ‘R(k)
covi{w(k),v(i)} = 0
und den Anfangsbedingungen
E{x(0)} = n(0) cov{x(0)} = P(0)
und cov{v(k),x(0)} = 0
covi{w(k),x(0)} = 0

Der optimale lineare Schatzer x(k|k) fir x(k) gegeben
Y[0,k] := (y7(0),...,y"(k))T bezliglich quadratischer
Verlustfunktionen 1laft sich rekursiv wie folgt berechnen:
Fir k20 gilt:
(i) Filter
vorlaufige Schatzung :
x(0|-1) = u(0) wund
x(k|k-1) = A(k-1)-x(k-1]|k-1) + c(k-1) fir k21
korrigierte Schatzung :
x(k|k) = x(k|k-1) + K(k)-[y(k)-H(k) -x(k|k-1)]
(ii) Kovarianzmatrizen und Verstarkungsmatrix:
P(0|-1) = P(0) und
P(k|k-1) = A(k-1) -P(k-1|k-1) -AT (k-1)
+ G(k-1)-Q(k-1) -G (k-1) fur k=21
K(k)-[H(k) -P(k|k-1) -HT (k) + R(k)] = P(k|k-1)-HT (k)
P(k|k) = [I-K(k)-H(k)]-P(k|k-1)
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Bemerkungen:

(3.1.39)

(3.1.40)

(3.1.41)

Es sei nochmals betont, daB die Modelparameter fiir die Anwen-
dung des Kalman-Filters bekannt sein miissen. Der Einfluf§ von
Fehlern in den Parametern auf die Schiatzfehler des Filters
wird im Kapitel 4 diskutiert.

Der Kalman-Filter berechnet zusdtzlich zum optimalen Schéatzer
auch noch die Kovarianzmatrix des Schétzfehlers.
Fur den Schatzfehler e(k|k) gilt E{e{k|k)} =0
und cov{e(k|k)} = P(k|k)
Damit erh&lt man Aussagen lber die"Giite" des Schatzers.
Im Falle von Normalverteilungen kennt man dadurch sogar die
gesamte Verteilung:
1) Verteilung des Schatzfehlers e(k|k):
e(k[k) und y[o,k] sind unkorreliert und wegen der
Normalverteilungsannahme somit auch unabhéngig. Daher
ist die bedingte Verteilung von e{k|k) beziglich Y[0,k]
gleich der bedingten Verteilung von e(klk) und zwar
N(O,P(k|k))
2) Die bedingte Verteilung von x(k) beziiglich Y[0,k] ist
N(x(k|k),P(k|k))
Damit lieflen sich auch Konfidenzintervalle im Sinne der
klassischen Statistik von Nornalverteilungen konstruieren
(vgl. Anhang B). Will man dies fiir mehrere Zeitpunkte gleich-
zeitig tun, so mufl man allerdings auch die zeitliche Korrela-
tion betrachten. Mehr dazu wird in Abschnitt 3.2. behandelt.

Die Berechnungen der Fehlerkovarianzmatrizen und der Verstar-
kungsmatrix gemiaf§ (3.1.38)(ii) lassen sich fir ein konkretes
Modell schon vor der Verfiigbarkeit der Beobachtungen y durch-
fihren. Daraus resultieren im wesentlichen zwei Vorteile:
1) Man kann das Fehlerverhalten des Schatzers (vgl. 3.1.32)
schon vor der physischen Realisation beurteilen. Dies
ist eine Hilfe zur Konstruktion "guter" Modelle.
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2) Bei Anwendungen, die eine méglichst kurze Rechenzeit
erfordern (z.Bsp. Navigation von Flugobjekten), kann man
die Verstarkungsmatrix schon vorher berechnen und ab-
speichern. Dies bedeutet jedoch einen héheren Speicher-
bedarf. Im Abschnitt 3 dieses Kapitels wird gezeigt, dapB
bei zeitinvarianten Modellen, d.h. die Modellparameter
sind unabhingig von der Zeit, unter bestimmten Voraus-
setzungen die Verstarkungsmatrix K(k) gegen einen sta-
tiondren Wert konvergiert ("steady state"). Ist diese
Konvergenz schnell genug, so kann man diesen stationiAren
Wert von Anfang an als Approximation der Verstérkungs-
matrix benutzen und somit Speicherplatz und Rechenzeit
sparen.

Die Berechnung des Schiatzers sieht dann skizzenhaft noch

folgendermaflen aus:

k=0
k=k+1| —>
x(k|k-1)
< yv(k)
< K(k)
x(k|k)
I

{3.1.42) (a) Gilt zu den Modellvoraussetzungen zusatzlich, daB R(k)
fir alle k =2 0 regular ist, so ist auch die Fehlerkova-
rianzmatrix Pa(klk—l) fur alle k 2 0 reguléar.

(b) Gilt zu den Modellvoraussetzungen zusatzlich, daB P(0),
R(k) und A(k) fur alle k 2 0 regular sind, so sind auch
die Fehlerkovarianzmatrizen P{k'k—l) und P(k|k} fir alle
k 2 0 reguléar.

(c) Gilt zu den Modellvoraussetzungen zusatzlich, dafl R(k)
und G(k) -Q(k)-GT (k) fur alle k 2 0 regular sind, so sind
auch die Fehlerkovarianzmatrizen P(k|k-1) und P(k|k) fur

alle k 2 1 reguléar.

Beweis:

(a) Pa(k|k-1) = H(k)-P(k)-HT (k) + R(k) ist als Summe einer positiv
semidefiniten und einer positiv definiten Matrix wieder positiv
definit.
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{(b) Induktion uber k:
k=0 : P(0|—l) = P(0) ist reguléar

Dann ist auch P-!(0|-1) + HT(0)-R-1(0)-H(0) regular.
Wegen
P(0]0)-[P-1(0|-1) + HT(0)-R-1(0)-H(0)]
=[I-K{0)'H{O}]+[I—K(0)'H(O)]'F*l{0|—1)'HT{0)'R"(0)-H{0)
= [I-K(0)-H(0)] + K(0)-R(0)-R-1(0)-H(0) = I
ist somit auch P(0|0} regular.,

k->k+1: P(k+1|k) = A(k) -P(k|k)-AT (k) + G(k-1)-Q(k-1)-GT (k-1)
ist regulér und somit auch
P*l(k+1|k} + HT (k+1) -R-t (k+1) -H(k+1) .
Wegen
P(k+1]|k+1)-[P-1 (k+1|k)+HT (k+1) -R-! (k+1) -H(k+1)] = I
ist somit auch P(k+1|k+1) reguléar.

(c) Far k=1 ist
P{k+1]k) = A(k)-P{k|k)-AT(k) + G(k-1)-Q(k-1)-GT (k-1) regular

und somit ist analog zu Beweis von (b) auch P(k|k) regulér.

(3.1.43) Die Modellannahmen seien wie in (3.1.38). Allerdings sei die
Beobachtung y(0) zum Zeitpunkt 0 nicht gegeben, d.h. gesucht
ist ein Schatzer fiir x(k) gegeben y(1),...,y(k).

Daraus resultiert eine andere Behandlung der Anfangswerte.
Man bekommt diese aus dem Ansatz

cov{x(1),y(1)} = D{1)-cov{y(1l)} anstelle von (3.1.35).
Es ergibt sich folgender Algorithmus:

(i) Filter:

Anfangsschiatzung : x(0|0} = u(0)

Fir k21 : vorlaufige Schatzung x{k[k—l)
korrigierte Schatzung : x(klk)
mit den Formeln von (3.1.38)(i))

(ii) Matrizen:
Anfangswert : P(0|0} = P(0)
Fir kzl : Berechnung von P(k|k—1)
" " K(k)
" " P(k|k)

mit den Formeln von (3.1.38)(ii)

fiki il :Iiki i il v
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Dies sollte hier nur erwiahnt werden, um keine unnétigen
Schwierigkeiten beim Vergleich dieser Darstellung mit der
Darstellung in (3.1.38) aufkommen zu lassen, da beide in

der verbreitet sind.

(3.1.44) Auflésung der Rekursion der Filtergleichungen (3.1.38) (i)
Fir k20 gilt
x(k+1|k) = A(k)-[ImK(k)-H(k)]-x(k|k—1}
+ A(k) -K(k) -y(k) + c(k)
x(k+1|k+1) = [I*K(k+1)-H(k+1)]-A(k)-x{k|k)
+ K(k+1) -y(k+1) + [I-K(k+1)-H(k+1)]-c(k)

Die Matrizen wn(k+1,k) := [I-K(k+1)-H(k+1)]-A(k)
0(k+1l,k) := A(k)-[I-K(k) -H(k)]

sind die Ubertragungsmatrizen des Filters und analog zu

(3.1.6) werden folgende Matrizen definiert:

a{i,i) := I wund 6(i,i) := I und fir k>i definiere
n{k,i) := [I-K(k)-H(k)]-A(k-1)-...-[I-K(i+1)-H(i+1)]-A(i)
6(k,i) := A(k-1)-[I-K(k-1)-H(k-1)]-...-A(i)-[I-K(i)-H(i)]

Mit diesen Matrizen gilt fur k20 ;

k-1
x(k|k-1) = E{x(k)} + £ 0(k,i+1)-A(i) -K(i)-[y(i)-E{y(i)}]
i=o0
k-1
y(k|k-1) = E{y(k)} + & H(k)-08(k,i+1)-A(i) -K(i)-[y(i)-E{y(i)}]
i=0
k
x(k|k) = E{x(k)) + I n(k,1i)-K(i)-[y(i)-E{y(i)}]

i=0

Beweis durch Induktion uber k.

(3.1.45) Auflosung der Rekursion der Kovarianzgleichungen (3.1.38)(ii)
Formuliert man die Rekursionsgleichungen in (3.1.38)(ii) fur
die Kovarianzmatrizen etwas um, so erhidlt man sogenannte

Riccati-Gleichungen:



-39-

P(k+1|k) = A(k)-[I-K(k) -H(k)]-P(k|k-1)-AT (k)
+ G(k) -Q(k) -GT (k)
A(k) -P(k|k-1) -AT (k)
- A(k) -K(k) -H(k) -P(k|k-1) -AT (k) + G(k)-Q(k)-G" (k)
A(k) -P(k|k-1) -AT (k) + G(k)-Q(k)-GT (k)
- A(k) -P(k|k-1) -HT (k) -

-[H(k) -P(k|k-1) -HT (k) +R(k) )+ -

‘H(k) -P(k|k-1) -AT (k)

]

P(k+1|k+1) = [T-K(k+1) -H(k+1) ] -P(k+1|k)
= P(k+1|k}
- P(k+1|k) -HT (k+1) -
-[H{k+1)-P(k+1|k)-HT{k+1)+R(k+1}]+-H{k+1}-P{k+1|k}
= A(k) -P(k|k) -AT (k) + G(k)-Q(k) -G (k)
- ( [A(k)-P(k|k)-AT(k) + G(k)-Q(k)-GT (k)] -HT (k+1) -
[ H(k+1) -A(k) -P(k|k) -AT (k) -HT (k+1)
+ G(k)-Q(k)-GT (k) -HT (k+1) + R(k+1) ]*-
-H(k+1)‘[A{k)-P(k[k)-AT(k) + G(k)-Q(k)-GT(k)] )

(3.1.46) Zur Numerik des Filters
Numerische Probleme treten vor allem in Teil (3.1.38)(ii)
auf. Zundchst ist dort ein Gleichungssystem fiir K{(k) zu
16sen. Dabei ist Pa(k|k-1) = H(k)-P(k|k—1)-HT(k)+R(k) eine
positiv semidefinite (m*¥m)-Matrix, wobei m die Dimension der
Beobachtung y ist.
Die Form zur Berechnung von P(k'k) in (3.1.38)(ii) bringt
bedingt durch die Differenz von Matrizen die Gefahr empfind-
licher Rundungsfehler und die Gefahr der Zerstérung der
Positiv-Semidefinitheit von P(k|k) mit sich. Eine in dieser
Hinsicht gilinstigere Form ist die in (3.1.33) aufgefiihrte
sogenannte "Josephform". Hier ist P(klk) als die Summe zweier
positiv semidefiniter Matrizen dargestellt. Diese Form bend-
tigt jedoch mehr Rechenoperationen.
Weitere Algorithmen zur Berechnung des Kalman-Filters, die
numerisch wesentlich stabiler sind als die hier dargestellte
"Kovarianz-Form", sind die sogenannten '"Square-Root-Algorith-
men". Sie beruhen darauf, daB sich eine positiv semidefinite
Matrix M zerlegen 1laRt in M=S-ST., Die Idee ist es anstatt von
P(k|k) und P(k|k-1) deren "Wurzeln" zu aktualisieren und die-
se zu verwenden. Fir eine ausfihrliche Darstellung der Nume-
rik des Filters und der "Square-Root-Algorithmen" sei auf
Maybeck (/15/,Bd.1) und Bierman (/4/) verwiesen.
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(3.1.47) In dem hier benutzten Modell (3.1.1)-(3.1.4) wurden die zu-

falligen Einfliisse als "weifles Rauschen" modelliert. Es wurde
ferner angenommen, dafl die beiden Rauschprozesse unkorreliert
sind. Diese Voraussetzungen kénnen abgeschwiacht werden.
Eine verbreitete Methode ist dabei durch Zustandsraumvergros—
serung, d.h. durch Erhéhen der Dimensionen, allgemeinere Pro-
zesse, in denen Korellationen auftreten, auf die hier behan-
delte Form zu transformieren (vgl./10/,S.209ff).

Zum Schluf dieses Abschnitts soll noch als Beispiel des Kalman-Filters
die Schédtzung des Zustandes einer eindimensionalen Irrfahrt mit
Uberlagertem Beobachtungsfehler diskutiert werden. Das Besondere an
diesem Beispiel ist, daB das zur Filterung benutzte Modell exakt ist,
die alleinige Betrachtung von linearen Schatzern jedoch eine wirkliche
Einschrankung bedeutet.

Der allgemein optimale Schatzer, d.h. die bedingte Erwartung, ist
ndmlich nicht linear. Dies liegt daran, daB die Rauschprozesse nicht
normalverteilt sind.

(3.1.48) Beispiel: Eindimensionale Irrfahrt mit Beobachtungsfehlern

Der Zustand des Systems sei eine eindimensionale Irrfahrt, d.h.
(¥) x(k+1l) = x(k) + w(k) fir k>0
mit P{w(k)=i} = 1/3 fur ie{-1,0,+1}
d.h. E{w(k)} = 0 , var{w(k)} = 2/3
auflerdem seien w{k),w(l) unabhéngig fur l+k .

Der Anfangszustand ist x(0)=0 , d.h. E{x(0)}=0 , var{x(0)}=0

Den aktuellen Zustand x(k) der Irrfahrt kann man allerdings nicht
beobachten. Man erhalt als Beobachtung den Zustand x(k) oder einen
seiner Nachbarzustinde mit gleicher Wahrscheinlichkeit, d.h.
(xx) y(k) = x(k) + vik) fir k21 und y(0)=0

mit P{v(k)=i} = 1/3 fir ie{-1,0,+1}

d.h. E{v(k)} = 0 , var{v(k)} = 2/3

auflerdem seien v{k),v(l) unabhangig fur l+k

und v(1l) und w(k) unabhéngig fir alle 1,1 .

Der beziliglich quadratischer Verlustfunktion optimale Schatzer ist die
bedingte Erwartung
x“ (k) = E{x(k)|Y[O,k]}

Dieser in diesem Beispiel nichtlineare Schéatzer wird im folgenden
berechnet. Man wird dabei sehen, daB man in diesem Fall die
(nichtlineare) bedingte Erwartung auch leicht rekursiv berechnen kann.
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Anschlieflend wird der allgemein optimale Schatzer mit dem aus dem

Kalman-Filter resultierendem optimalen linearen Schatzer verglichen.

Die Idee zur Berechnung der bedingten Erwartung ist folgende:

Gegeben seien folgende Beobachtungen y(0),...,y(10)
Beobachtung T e —
O
& k-
f'J b1 # &
® * X—® >
k (Zeit)

Bei einer Beobachtung y(i) sind die 3 Zustédnde y(i)-1, y(i), y(i)+1
fiir x(i) moglich. Gegeben die Beobachtungen y¥{(0),...,¥(10) sind nur

diejenigen Pfade méglich, die in dem oben gezeichneten Band liegen.

Aus den Modellannahmen (¥) und (**¥) erhdlt man fir alle ieN :
(1) x{(i) ist ganzzahlig
(2) x(i) - y(i) = y(1) € {-1,0,+1)}
(3) x(i) - x{(i-1) = w(i-1) € {-1,0,+1}

Die moglichen Zustédnde zum Zeitpunkt i gegeben die Beobachtungen y(i)
sind wegen (2)
Z(i) := {y(i)-1,y(i),y(1)+1}

Anders ausgedrickt : P{ x(i) € Z(1i) | v(i) } =1

Sei k der aktuelle Zeitpunkt.
Definiere X[0,k] := (x(0),...,x{k))T und Y[O,k] := (y(0),...,y(k))T.

Fiir eine mdgliche Realisierung X[0,k](w) der Irrfahrt gegeben die
Beobachtung Y(0,k] muff gelten:
x(i)(w) € Z(i) fir O0<isk ( 2(0)={0} )
d.h. P{ x{i) € Z(i) , 0<izk | Y[O0,k] } =1

Fiir die bedingte Verteilung von x(k) gegeben Y[0,k] miissen folglich
nur die 3 bedingten Wahrscheinlichkeiten:

P{ x(k) = 1 | Y[0,k] } fur 1 € Z(k)

bestimmt zu werden.

tithtiend EEL T g T
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Es sei
R(i,n) := Menge der verschiedenen miglichen Realisierungen von
X[0,i], die sich, gegeben die Realisierung Y[0,i],
zum Zeitpunkt i im Zustand n befinden
N(i,n) := Kardinalitét von R(i,n).

Aus obiger Diskussion ergibt sich:
(¥xx) N(0,0) =1 , N(O,n) =0 fir g0
N(i,n) = 0 fir alle n ¢ Z(i) , i20
Es sei N(i) := £ N(i,n) = £ N(i,n) die Gesamtanzahl der moglichen

n €z nez(i) Realisierungen von X[0,i] gege-
ben die Realisierung Y[O0,1i]

Da nach Modellannahme w(k) € {-1,0,+1} ist, folgt
(t1y+e0.ytk,n) € R(k+1,n) <=> (t1,4...,Txk) € R{k,n-1)uv R(k,n) vR(k,n+1)

und wegen der Unabhéangigkeitsannahmen beziliglich der v(i) und w(i)
gilt:
N(k+1,n) = N(k,n-1) + N(k,n) + N(k,n+1)

Diese Haufigkeitszahlen lassen sich unter Beriicksichtigung von (%¥x%)
leicht rekursiv berechnen. Dabei sind zu jedem Zeitpunkt i nur die 3
Zahlen N(i,y(i)-1), N(i,y(i)), N(i,y(i)+1) interessant, da die rest-

lichen sowieso alle gleich Null sind.

Wegen der Unabhéngigkeit der v(i) und der w(i) sind alle moglichen

Realisierungen auch gleichwahrscheinlich. Folglich gilt fir k20 :
P{ x(k) = n ] Y[0,k] } = N(k,n)/N(k) fir n € Z{k)

Damit ist nun die bedingte Verteilung gegeben.
Fur die bedingte Erwartung gilt:

H

x*(k) = E{x(k)|Y[0,k])
[L/N(K) - [y (k)=1) Nk, y(k)-1) + y(k) -N(k,y(k))

+ (y(K)+1) “N(k,y (k) +1)]
y(k) + [N(k,y(k)+1) - N(k,y(k)+1)1/N(k)

y(k) + [P(1) - Px(-1)] mit Px(i) = N(k,y(k)+i)/N(k)

11

1]

¥ ;:,.;u_umdnh.um.t.dm;. b iiidiai
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Fir die bedingte Varianz gilt:
var{x(k)|Y[0,k]} = [1/N(k)1-[ ((y(k)-1) - x"(k))2 -N(k,y(k)-1)

+( y(k) - x"(k) )2 -N(k,y(k))
1
= ¥

+((y(k)+1) - x"(k))? -N(k,y(k)+1) |
I Pe(i) [(Px(1)-Px(-1)) - i]?
k=-1

Aus einer Simulation bis zum Zeitpunkt k=70 resultierte folgender
Zustands-, hzw Beobachtungsprozef3. Dabei wurden die wirklichen Zu-

stande mit Linien verbunden und die Beobachtungen mit Kreuzen mar-
Kiert.

Zustands - und Beobachtungsprozep
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Das folgende Bild zeigt den Zustandsprozefl x (durch Linien verbunden)
zusammen mit der bedingten Erwartung (durch x markiert)

und dem optimalen linearen Schitzer (durch + markiert)

Hahrer Prozes, hedingte Erwartung und Filterung
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Der Vergleich der beiden Schatzfehler zeigt, wie gut in diesem Bei-

spiel der lineare Schatzer im Vergleich zur nichtlinearen bedingten

Die Linien zeigen dabei den Fehler bei der bedingten

Erwartung ist.

Ervartung und die Kreuze den Fehler bei der Filterung:

Fehler bei hedingter Erwartung und bei Filterung
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3.2 Fehlerprozesse beim Kalman-Filter und Tests

Der Kalman-Filter besitzt eine Reihe von praktisch bedeutenden Eigen-
schaften. FEinige wurden in den Bemerkungen am SchluBl des vorigen
Abschnitts (3.1) kurz angesprochen, weitere sollen in diesem und im
nichsten Abschnitt ausfihrlicher diskutiert werden. Zuniachst werden

die beim Kalman-Filter auftretenden Fehlerprozesse betrachtet.

Bel der Herleitung spielten die beiden Fehlerprozesse

e{h|k-l) = x(l) —x(k|k—l) und e[k|k} = x{k) - x{k|kl
eine wesentliche Rolle, denn auf sie bezog sich die Verlustfunktion
und  folglich die Optimierung. Zusammen mit den Filtergleichungen
wurden auch Rekursionsformeln fiir die Kovarianzmatrizen P(k|k~1} und
P(k|k) dieser Fehlerprozesse hergeleitet (vgl.(3.1.40)). Um die
zeitliche Korrelation dieser Fehlerprozesse zu beschreiben, werden

zunachst einige Symbole zur Vereinfachung der Schreibweise eingefiihrt .

Die Filtergleichungen in (3.1.38)(ii) karn man folgendermafen

schreiben:

(3.2.1) x(k+1|k+1) = [I-K(l+1) -H(k+1) ] -A(k) -x(k|k) + c(k)
+ K(k+1) - [y(k+1)-H(k+1) -c(k)]
x(k+1|k) = A(ld) - [I-K(k) -H(k) ] -x(k|k-1) + A(k) -K(k)-y(k) + c(k)

Die Matrizen n(k+1,k) = [I-K(k+1) -H(k+1)] -A(k) und
8(k+1,k) = A(k) -[I-K(k)-H(k)] stellen somit die Uber-
gangsmatrizen des Kalman—FilLerg dar. In (3.1.44) wurden in diesem

Zusammenhang folgende Definitionen gegeben:

(3.2.2) n(k,k) = I und fiir 1>k
n(l,k) = [T-K(L) -H(L)]-A(1-1)-...-[I-K{(k+1) -H(k+1)] -A(k)
0(k,k) = I wund fur 1>k
6(1,k) = A(1-1)-[T-K{1-1)-H(1-1)]1-...-A(k)-[I-K(k)-H(k)]

Die zeitlichen Kovarianzmatrizen seien wie folgt definiert:

(3.2.3) P*(1,k)
P (1,k)

cov{e{lll—l},e{klk—l)}
cov{e{l]l),e(k|k)}

H

Mit diesen Bezeichnungen gilt dann folgender Satz:
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(3.2.4) Zeitliche Entwicklung der Fehlerprozesse e(k|k} und 0(k|k—1}
Fir 1zk gilt:

(a) 8(.l.|.1) =

n(1,k) -e(k|k)
1-1

+ Z on(l,i+1) - [(I-K(i+1) -H(i41))-G(i) -w(i) - K(i+l) -v(i+1)]
i=k

e(l[l—l) =
1-1

B(1,k)-e(k|k-1) + £ 8(1,i+1)-[G(i) -w(i) - A(i) -K(i)-v(i)]
i=k

(b) P*(1,k) n{l,k)-P"(k|k)
P*(1,k) B(1,k)-P* (k|k)
Dabei gilt mit den Bezeichnungen von Kapitel (3.1)
P“{k|h} = P(k|k) und F"(k|k} = P(k|k—1]

Beweis:

(a) Aus den Filtergleichungen folgt:
e(l|1) = x(1) - x(1]1)
x(1) = [I-K(1)-H(1)]-x(1]1-1) - K(1)-[H(1) -x(1) + v(1)]
[I-K(1)-H(1)]-e(l]1-1) - K(1)-v(1)
und nach (3.1.12) gilt:
e(1l|1-1) = A(l-1)-e(1-1|1-1) + G(1-1)-w(1-1)

Damit ist
e(1|1} = n(l|l—1}ve{l~1|1~1)+[IvH{1}-H{l]]-G{l*l)-w(lwl}ﬂK{l}-v(ll
e(l|l—1) = B[l|l—1}-e(l*1|lv2)+G(1—1)-w(l—l}—A{l—l)-H[l—l]-v(l—l)

Daraus folgt nu sofort Teil (a) des Satzes,

{b) Da e[k|h) = x(k) —x(k|k} und x(k|k) eine affine Funktion in Y[O,k]
ist, gilt nach (3.1.10) fur ik : cov{w{i),e(k|k)} =0
cov{v{i+1),e(k|k]}

1]
=]

Da e{kik—l) = x(k) - x(k|k—1) und x(k|k~1) eine affine Funktion in
Y[0,k] ist, gilt nach (3.1.10) fur izk : cov{w(i),e(k|k-1)} =0
cov{v{i],e(k|k—1]} =0

Aus diesen Gleichungen und Teil (a) folgt nun Teil (b).

TR R il
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Dies soll im Moment an Bemerkungen liber diese Fehlerprozesse geniigen.
In (3.3.26) wird gezeigt, daB die Ubergangsmatrizen unter bestimmten
Voraussetzungen fir festes k mit 1->o exponentiell gegen Null konver-
gieren und somit die zeitliche Korellation dieser Fehlerprozesse
zunindest  fir groflere Zeitabstinde 1-k nahezu Null ist. Auf der
anderen Seite wird dann in Kapitel 4 die Auswirkungen falscher Modelle

auf diese Fehlerprozesse untersucht.

Ein weiterer Fehlerprozef3, der beim Kalman-Filter auftritt, ist der

Fehler bei der Einschritt-Vorhersage von y(k), néamlich :
(3.2.5) d(k[k~1) = ylk) - y{k|k—1} = y(k) - H(k)-x(k|k—l)

Diesen Prozef} kanm man, im Gegensatz 2zu den vorher betrachteten
Prozessen e{k]k} und e{k|k-1), beobachten, denn sobald die neue
Beobachtung y(k) verfigbar ist, kann man auch den Wert von d{k[k—l)
bestimmen. Dies kann man sich in der Praxis zunutze machen. Der Prozef}
d{k]k—l) hat, wie weliter unten gezeigt wird, einfache statistische
Eigenschaften. Durch Vergleich der aus den Realisierungen von d(k|k-1)
geschiatzten mit den theoretischen Eigenschaften, kann man Riickschliisse
auf die "Korrektheit" des Filters gewinnen. Analog 2zu d(k|k—1) kann

man noch folgenden Prozefl deflinieren:
(3.2.6) d(k|k) = v(k) - H{k}‘x(kikj

Man sollte hier beachten, daf H{k}-x(k|k) nicht dasselbe ist, wie
y(k|k), denn y(k]k} = y(k).

Mit diesen Bezeichnungen kann man die Gleichung fiir die korrigierte
Schatzung in (3.1.38)(i) folgendermaBen schreiben:

(3.2.7) x(k|k) = x(k|k-1) + K() -d(k|k-1)

Der Prozef3 d{k|h—1} stellt also die Information dar, die durch die
neue Beobachtung y(k) zu der bisherigen Information, dargestellt durch
x[k|k—1), hinzulkommt. Der Prozef d(k|k—1) wird daher auch als Erneue-

rungsprozef bezeichnet.

Der Kalman-Filter kombiniert die Information aus dem Modell mit den
aus der Beobachtung gewonnenen Information mit Hilfe der Verstarkungs-

matrix K(k).

Zur Charakterisierung der gerade definierten Prozesse soll der

folgende Satz dienen:

SR Gl Gl



(3.2.8)

Beweis:

(a) d(k|k-1)

(a)

(b)

(c)

(d)

-49-

Die Fehlerprozesse hiangen wie folgt zusammen:
d{k|k—1) = H(k]-e(k|k—l} + v(k)
d[k|k} = H[k}-e(kik} + vik)
d(k|k) = [1-H(k) -K(k)]-d(k|k-1)

Der Prozef} d(k|k—1} ist ein weifles Rauschen, genauer:
E{d(k|k—l}) =0
oov{d[l!l—l],d{k|k~1}} = 5lk-[H(k)-P(k|k—1}-HT{h} + R(k) ]

Der Prozef d(k|k) ist ein weifles Rauschen, genauer:
E{d(k|k}} =0
cov{d(l|1l),d(k|k)} = 6« -[I-H(k) -K(k)]-R(k)

Der Prozef d(k|k—1} ist unkorreliert mit x(k|k-1) und
e{k|k), d.h. cov{d{k‘kﬂl),x{k|k—l)} =0
Cov{d{k|k—1},e(klk~1)} =0

und fir isk-1 gilt: cov{d(k|k-1),y(i)} = 0

Definiert man a(k) := K(k}-d(k|k—1], so gilt:
alk) = x(k|k) - x(k{k—l} = e(k|k-1) - e(k|k)

Der Prozef3 a(k) ost ein weifles Rauschen, genauer:
Ef{a(k)} = 0
covi{a(l),a(k)}

61 x - [K(k) -H(k) -P(k|k-1)]
bk [P(k|k-1) - P(k|k)]
Aufilerdem ist der ProzeBl im Sinn der Hilbertraum-Interpre-
tation des Lz (n) orthogonal zu x{k|k—1) und e{klk), d.h.
E{aT{k}-x{klk—I)} spur(E{a(k)-xT{k|k—1}}}
= spur{cov{a(k),x{k|k—1)}) =0
E{aT(k)-e(k|k}I = Spur{E{a(k)-eT(k’k)}}
= spur({covi{a(k),e(k|k)}) = 0
und somit sind x(k|k) = x{k|k—1} + a(k)
und e{klkul} = e(k|k) + a(k)

Summen paarweiser orthogonaler Elemente aus lz (n).

1

yik) - H(k)-x(k|k—1} nach (3.1.18)
H(k) [x(k) —x(k|k—1}] + v(k) nach (3.1.3)
H{k)-e(k|k—1) + vik)

I

Analog dazu
d{k|k} = H{k}-e{k!kl + vik)

Es gilt: e(k|k)

L.l&nmnhlﬂ,mﬂlﬁ

x(k) - x{klk)
x(k) - [x(k|k-1) + K(k) -d(k|k-1)]
e(k|k-1) - K(k)-d(k|k-1)

H

1§ RIS
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Dies in obiger Gleichung eingesetzt ergibt:
d[k|k) H{k}-[e(k|k~1) - K{k)-d{k;k—])] + vik)
[I—H(k)-ﬁ(k}]-d{hlk—l)

(b) Es wurde bereits gezeigt: (vgl. z.Bsp. (3.1.18))
E{d(k|k—1}} = 0 und
uov{d{klk—l)} = H(h)-P(k|k—l}-HT{k) + R(k)

Es sei nun 1>k. Aus Teil (a) folgt

cov{d(l|l-l).d(k|k—l}! = H{l}-cov{e(l|l—1),e{k|k—l}}-HT(kJ
+ H(l)-cov{e(l|l~l).v(k)}

(%) + cov{v(l),e(k|k-1)} -HT (k)
+ cov{v(l),v(k)}

Far e(k|k—l) = x(k) - x(k]k—l} gilt nach (3.1.10)
cov{v{l},e{klk—l)} =0

und wegen (3.1.3) ist auch cov{v(l),v(k)} = 0

Nach (3.2.4)(a) gilt zusammen mit (3.1.2) und (3.1.3)
covi{e(1l|1-1),v(k)}
= B{l,k}-cov{e(k|k—1},v{k)} - 0(1,k+1)-A(k) -K(k)-R(k)
= - 0(1,k+1)-A(l) -K(k) -R(k)

Dies in (*) eingesetzt ergibt mit (3.2.4)(b)
cov{d(l|l—1),d(k|k—1}}

= H{l}'ﬁ(l.k)-P{klk—l)-HT(k) - H(1)-8(1,k+1)-A(k) -K(k) -R(k)
H{l}‘ﬁ{l,k+1)-A(k)'[(I—K(k)-H(k)}-P{kfk-l)-HT(k) - K(k)-R(k)]
0 wegen (3.1.30)

{c) Aus (a) folgt E{d{klk)} =0
und zusammen mit {(b) auch cov{d(l[l),d(k|k)} =0 fur 1+k und
Cov{d{k|k]}
= [I-H(k) -K(k) ] - [H(k) -P(k|k-1) -HT (k) + R(k)]-[I-H(k) -K(k)]T
= R(k)-[I-H(k) -K(k)]T wegen (3.1.30)
= [I-H(k)-K(k)] R(k) da cov{d(k|k} symmetrisch

(d) Aus (2.4.5)(v) folgt cov(d(k|k-1),Y[0,k-1]} = 0O
Aus Teil (a) folgt:
oov{d{k]k—l],x(k|k—1}}
= H[k)-cov{e{k|k~1),x{k|k~1)} + cov{v(k),x(k|k—1)}
=0 wegen (2.4.5)(v) und (3.1.10)

ST i, - okohs b tibi « o1k
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Aus (3.1.32) folgt:

covi{d(k|k-1),e(k|k)}

:cov[d(k|k~1},e{k|k~l)}-{I—K(k)-H(k}]T - cov{d(k|k-1),v(k)} -Kr (k)
= H(k) -P(k|k-1) - [I-K(k) -H(k)]T - R(k)-KT(k) = 0

Fir a(k) = K{k)-d{klk—l) gilt wegen (3.2.7)
x(k|k) - x(k|k-1)
(x(k) - x(k]k-1)) - (x(k) - x(k|k)) = e(k|k-1) - ek|k)
Aus der Definition von a(k) folgt ferner wegen Teil (b)
E{a(k)} = 0 und cov{a(l),a(k)} = 0 fir 1+k y Sowie
covia(k)} = K{k)vcuv{d(k|k—1)}‘KT(k)
K(k)-[H(k) -P(k|k-1) -HT (k) + R(k)]-KT (k)
P(k|k-1) -H" (k) -K" (k)
K{k}-H(k)-P(k|k—l] da cov{a(k)} sysmmetrisch
P{k|k—1} - P{k'k] wegen (3.1.34)

a(k)

Weiter gilt cov{a(k),x(k|k-1)}
covia(k),e(k|k)}

K{k}-cov{d(k|k—1],x(k|k—l}l
K(k)-cov{d(k|k-1),e{k|k)}

1"
<

1]
H

Bemerkungen:

(3.2.9) Fir den Erneuerungsprozef3 d(k|k-1) hat der letzte Satz ge-
zeigt :
E{d(k|k-1)} =0
cov{d(k|k-1)} = Pa(k|k-1) = H(k) -P(k|k-1) -HT (k) + R(k)
cov{d{k|k-1),d(l|l—1}} =0 fur lfk
Wird die Kovarianzform (vgl.(3.1.46)) zur Bestimmung des Fil-
ters verwendet, so muf} Pa{k!k—l} = H{k}-P{k|k—1}-HT{k) + R{k)
sowieso berechnet werden.
Sind die Rauschprozesse v und w und der Startprozefi x(0)
normalverteilt, so ist der Prozef} (d[k|k—1))ken eine Folge

N{O,Pd(k|k—l))—verteilter, unabhangiger Zufallsvektoren.

(3.2.10) In Teil (d) wurde nochmal die zuvor gemachte Aussage prazi-
siert, daf d{k‘k—l} die zusatzliche Information darstellt,

die durch die neue Beobachtung gewonnen wird.

Zur Vereinfachung der Schreibweise sei die folgende Bezeichnung einge-
fiihrt:

(3.2.11)  d(k)
Pa (k)

d(k|k-1)
Pa (k|k-1)

i o e SRR P R BN T T TIPS O i
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Unter den Modellannahmen ist der ProzeB d(k), keN, ein weiBes Rauschen !
mit E{d(k)} = O und cov{d(k)} = Pa(k). Diese Eigenschaften kann man
zur Erkennung von Fehlern bei der Durchfiihrung des Filter-Algorithmus
ausnut.zen,
Mogliche Fehler sind zum Beispiel: - nicht adiquates Modell

- Rundungsfehler (vgl.(3.1.46))

Die Auswirkungen von einigen solcher Fehler auf die Giite des Filters
werden im Kapitel 4 betrachtet. In diesem Abschnitt sollen noch einige
Moglichkeiten diskutiert werden, wie man mit Hilfe statistischer Test-
theorie auf ein fehlerhaftes Verhalten des Erneuerungsprozesses d(k)

schlieflen kann.

Dazu sei zusAtzlich zum Modell (3.1.1)-(3.1.4) noch angenommen, daf
die Rauschprozesse v und w und der Startprozefl x(0) normalverteilt
sind. Dann ist auch d(k) normalverteilt, genauer N(0,Pq(k))-verteilt.
Die im folgenden betrachteten Tests auf Normalverteilung sind Spezial-
falle der Ergebnisse von Anhang B. Fur eine Erklarung der Sprechweise

"Test zum Niveau a" sei auf Anhang B ,(B6), verwiesen.

Zunachst sollen die einzelnen Komponenten di , i=1,...,m, des m-dimen~
sionalen Fehlerprozesses d betrachtet werden. Dazu sei i€f{l,...,m} und
gi 2(k) = var{di (k)} = (Pa(k))ii das i-te Diagonalelement von Pq4 (k).

Test der Hypothese H="d; (k) ist N(0,ai 2 (k))-verteilt” zum Niveau a
(3.2.12) i (k)=0 : Verwerfungsbereich Vg := {dj{k)+0}

oi(k}+0 : Verwerfungsbereich Va = {(di (k)/oi (k))2 > 14}

wobei tq das a-Fraktil der X;2-Verteilung ist.

(bzw.{ta das (a/2)-Fraktil der N(0,1)-Verteilung)
z.Bsp., «a 0.318 0.046 0.003

\"F'C a 1 2 3

l-a| =~ 68% | = 95% | = 99%

Die d; (1), 1=0,..,k sind unabhingige normalverteilte Zufallsvariablen.
Im obigen Test wurde nur d (k) benutzt.. Der ander Extremfall ware,
wenn man alle d; (1),1=0,...,k, benutzt. Als Kompromiffi sollen im
folgenden die N letzen, nadmlich d (k-N+1),...,di (k), benutzt werden,
wobei NeN,

Der Grundgedanke bei der Benutzung der N letzten Beobachtungen ist
folgender (vgl./15/,/16/): Ist N klein (z.Bsp. N=1), so ist der Test
empfindlich gegen einmalige Ausreifler. Wird N vergrofiert, so missen
mehrere  Beobachtungen zu  grofl sein, damit der Test anspricht. Wird N
zu grofl, so wird ein ab einem bestimmten Zeitpunkt "unnormales"

Verhalten der di (k) erst zu spdt durch den Test entdeckt.

TETEHITT YIRSy T E | R RS RTINS TN T A Ik



Maybeck (/16/,/16/) fihrt eine sogenannte Likelihood-Funktion ein.
Diese soll nun betrachtet werden, wobei man feststellen wird, daf3

dieser Ansatlz wieder auf einen Spezialfall von Anhang B fihrt

di (1) ist N(O,0i 2{k))-verteilt und es sei 0;(1}+0.

Sei fi die zugehdrige Dichtefunktion

d.h. fi (2)=[1/(J(2n) -o0 (1)) ]-expl(-1/2) (22 /ai 2 (1)) ]

Aufgrund der Unabhéngigkeit ist die Dichtefunktion der gemeinsamen

verteilung der (di (k-N+1),...,d (k)) gerade
K
f(zi,...,2x) = n £i(z1)
[ =k-N41

Da es einfacher ist, den Logarithmus dieser Funktion zu betrachten,

wird folgende Likelihoodfunktion eingefihrt:

K
Lin(z) 1=z = In[f(z)] = - £ In[fi (=2 )]
I =k=-N+1
k k
= In[{(2n)-ai (1)] + 3-8 [22/d:2(1)]
I =k=-N+1 Il =k-N+1

Die Idee ist nun folgende:

Die  Hypothese, dafl die di (k-N+1),...,d (k) wie oben beschrieben
verteilt sind, ist zu verwerfen, wenn f(zi (k-N+1),...,2 (k)) "zu
klein", bzw Lin(zi (k-N+1),...,2z (k)) "zu groBf" wird, wobei z (1) die

Realisierung von d; (1) ist.

Da der erste Summand jedoch nicht von den Beobachtungen zi abhéangt,
ist nur der zweite Summand von Lgn{z) die eigentliche Test-Statistik.
Dies 1ist ein Spezialfall des folgenden Testes, den man aus Anhang B

erhalt:

Test der Hypothese H="d; (1) ist N(0,0:i 2 (1) )-verteilt, 1=k-N+l,...,k
und die di (1) sind paarweise unabhangig"

Fihrt man den N-dimensionalen Zufallsvektor z=(di (k-N+1),...,d; (k))T
ein, so ist z N(O,T')-verteilt mit :=diag(oi 2 (k-N+1},...,00 2 (k)).
Fs gilt Kern(l') = {zeR”| z1 =0 falls Ui(l)+0 }

Bild(I') = {ZERN| z) =0 falls o; (1)=0 }
't = diag(tit,...,tnt) ,
1/0i 2 (k-N+1) falls Ui(k—N+l]+0
wobei Tt = {

0 falls oi (k-N+1)=0

N

Dann ist 2T -tz =T mt-z12 = I (2 /oi (k-N+1))?2
I =1 1 €{1..N}

gi (k=-N#+1 }:Fl}

sy ,Ja..di susakbe o
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Sei Tvn(k) = rang(l') = #[lE{l,...,N}IGi(k—N+l}+U}
und tva(k) das a-Fraktil der ')(ém—\r’erteilwlg

Damit erhdlt man folgenden Test. der Hypothese H:

(3.2.13) Ein Verwerfungsbereich zum Niveau g des Testes der
Hypothese H ist:
Va:{zeRN[ ( 2T-T*-z > twe(k) ) und ( 2z =0 fiir oi (k=N+1)=0 ) }

Alle in diesem Test benutzten Gréfen, mit Ausnahme von v 2(k), kann

man leicht rekursiv berechnen.

Bisher wurden die einzelnen Komponenten di von d getrennt betrachtet.
Man kann einen entsprechenden Test jedoch auch auf allen Komponenten

gemeinsam durchfithren:

Test. der Hypothese H="d(l) ist N(O,Pa(l))-verteilt, l=k-N+1,...,k
und die d{(1l) sind paarweise unabhingig"

Dazu wird folgender (N-m)-dimensionalen Zufallsvektor
vn(k) = (AT (k-N+1),...,dT(k))T

eingefihrt.

Dieser Zufallsvektor zy(k) ist N(O,Tx(k))-verteilt

Pu{k—N+lﬂ 0

-

0 " [Pa (K)

d.h. Tu(k) ist eine (N-m)¥(N-m)-Matrix mit den Matrizen
Pa (k-N+1), l=k-N+1,...,k, in der Diagonalen.

mit Tn(k) :=

Entsprechend dieser Aufteilung werden im folgenden Vektoren zeRt -m

zerlegt in z = (217,...,2¢7)7, wobei 2 eRm,

Dann gilt :
Bild(Iw(k)) {(Kern(I'n (k)))+

{zeRN -m| z; €Bild(Pa (k-N+i))=(Kern(Pa (k-N+i)))+,i=1..N}

1]

Weiter laft sich leicht nachrechnen, dap

Pd(k-N+l}‘I 0

0 ‘|W

I'n(k)t :=

l.b..-alliillh.,nhu.ﬂﬂyuﬂk & THE
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Somit ist Tyxk(z)

1

zT-Tn(k)t -2 = £ zi T-Pa(k-N+i)* -g;
i=1

N
rv(z) rang(n(k)) = £ rang(Pq (k-N+i))

i =1

Damit erhdlt man folgenden Test der Hypothese H :

(3.2.14)

Mit z(k)

Es seien Tuk(z) und rnx(z) wie oben definiert, ae(0,1) und
™ ®(k) das ae-Fralktil der -Verteilung. Dann ist ein Verwer-
fungsbereich zum Niveau a des Testes der Hypothese H gegeben
durch
Va = { zeRN-m | Tuk(z) > we(k) }

( zeR¥-m | ie{l..N} : =z Bild Pa(k-N+i) }

sei die Realisierung von d(k) bezeichnet. Damit lassen sich

die GroBen aus (3.2.14) folgendermaflen berechnen :

Tk (z(k-n+1),...,2(k)) = Tn, k-1 (2(k-n),...,z2(k-1))

- 2T (k-N)-Pa(k-N)t -2(k-N)
+ 2T (k) -Pa(k)' -2z(k)

rv (k) = ra(k-1) - rang(P4(k-N)) + rang(Paq(k))

Bemerkungen:

(3.2.2D0)

(3.2.26)

T i il

Die numerische Schwierigkeit im obigen Test liegt in der Be-
stimmung des Ranges von Pa(k) und von der Pseudoinversen von

Pa(k), d.h. in der Singuldrwertzerlegung von Pg (k).

Die statistische Schwierigkeit aller obigen Test liegt zum
einen in der Normalverteilungsannahme und zum andern daran,
dafl man keine Aussagen iiber den sogenannten Fekler Z.Art
hat. (vgl. Anhang B)

Fur weitere Tests im Zusammenhang mit mehrdimensionalen
Normalverteilungen, insbesondere fiir Tests auf Unkorreliert-

heit, sei auf Anderson (/1/) verwiesen.
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3.3 Stabilitat des Kalman-Filters und die Begriffe
beobachtbar und kontrollierbar

In diesem Abschnitt werden einige Satze angegeben, die Ausagen uber
das asymptotische Verhalten der Fehlerkovarianzmatrizen und der Uber-
gangsmatrizen des Kalman-Filters machen. Dazu werden zunidchst die in
diesem Zusammenhang wesentlichen Begriffe der Beobachtbarkeit und der
Kontrollierbarkeit definiert., Die angegebenen Definitionen und Sitze
stammen  aus McGarty (/17/,Kapitel 2.4 und Anhang C) und Jazwinski
(/10/,Kapitel 7.6).

In diesem Abschnitt wird mit uxu, flir xeR*, eine Norm auf dem R* und
fir eine (m¥n)-Matrix M mit "M" die von diesen Vektornormen induzierte
Matrizennorm  bezeichnet. Ansonsten gelten die Bezeichnungen von
(3.1.38) miL der zusatzlichen Vorausetzung, daf A(k) und R(k) fur k20

regular sind.

Die Definition der Ubergangsmatrix &(j,i) des Systems wird auf den

Fall jdi ausgedehnt.:

{3.3.1) A(j-1)-...-A(1) falls j>i
e(j,i) := I falls j=i
$(i,j)-! falls j<i

Damit ist fir beliebige i,j,k 2 0 : &(i,k) = &(i,J)-¢(j,k)

Sei k>120. Die positiv semidefinite Matrix
k

(3.3.2) B(k,1l) := £ ¢T(i,k)-H' (i) -R(i)-1-H(i) -$(i,k)
=1

wird als Beobachtbarkeitsmatrix und die positiv semidefinite Matrix
k-1

(3.3.3) C(k,1) = 2 &(k,i+1)-G(i)-Q(i)-GT (i) &7 (k,i+1)
iz

als Kontrollierbarkeitsmatrix bezeichnet.

Sei reN. Fir zwei r¥r-Matrizen A;,A; seien folgende Schreibweisen ein-
gefihrt: A > A i<=> (A - A2) ist positiv definit
A1 2 Ay 1<{=> (A - A;) ist positiv semidefinit

Das Zustandsraum-Modell aus (3.1.38) heift

(3.3.4) wvollstiandig beobachtbar,
falls es ein k20 gibt mit B(k,0) > 0 .

(3.3.5) gleichmifBig vollstindig beobachtbar,
falls es ein NeN, N*O, und positive Konstanten a und 3 gibt
mit O < a-T € B(kk,k-N) £ 3-I fiir alle k=N .,

T LT A T . - s b bl . ¢ FEATHP
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(3.3.6) wvollstéindig kontrollierbar,
falls es ein k>0 gibt mit C(k,0) > O .

(3.3.7) gleichmifig vollstindig kontrollierbar,
falls es ein NeN, N$0, und positive Konstanten a und B gibt
mit 0 < a-T £ C(k,k-N) € fB-1 fir alle k>N .

Fur zeitinvariante Modelle, d.h. fiir solche, deren Modellparameter fiir
alle Zeiten k konstant sind, lassen sich die Bedingungen in den obigen

Definitionen einfacher charakterisieren:

(3.3.8) FEs seien alle Modellparameter im Zustandsraum-Modell von

{3.1.38) zeitlich konstant,

d.h. A(k)=A, G(k)=G, H(k)=H, Q(k)=Q, R(k)=R

(a) Folgende Aussagen sind aquivalent:
{1) Das Modell ist gleichmiffig vollstandig beobachtbar
(2) Das Modell ist vollstandig beobachtbar
(3) Es gibt ein k20 wit Rang[HT ,AT -HT,...,(Ak)T-HT] = n
(4) Rang[HT,AT -HT,...,(An-1)T-HT] = n

(b) Ist Q regulir, so sind folgende Aussagen Aquivalent:
(1) Das Modell ist gleichmiAfig vollstindig kontrollierbar
(2) Das Modell ist vollstandig kontrollierbar
(3) Es gibt ein k20 mit Rang[G,A-G,...,Ak-G] = n
(4) Rang[G,A-G,...,An-1-G] = n

Fiir das asymptotische Verhalten des Kalman-Filters gelten die folgen-

den Aussagen:

(3.3.9) Gegeben seien das Zustandsraum-Modell aus (3.1.38) und die
zugehorigen Kalman-Filtergleichungen.
Ferner gebe es ein N>0 und positive Konstanten a,B,t,8, sodal}
fiir alle k2N gilt: a1 < B(k,k-N) < B-1
und t-1I £ C(k,k-N) £6-T ,
d.h das Modell ist gleichmidfiig vollstdndig beobachtbar und
gleichmiaflig vollstéindig kontrollierbar.

Dann gelten die folgenden Aussagen:

{(a) Der Kalman-Filter ist gleichméaffig asymptotisch stabil im
Grofen, genauer gesagt: Die Differenzengleichung
z{k+1) = [I-K(k+1) -H(k+1)]-A(k)-z(k) = n{k+l,k) -z(k)
ist gleichmifig asymptotisch stabil im Grofien.
(fir eine Definition dieses Begriffs sei auf McGarty
(/10/,Kapitel 2.4, Definiton 4.8) verwiesen.)

SRR bl e
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(b) Es gibt positive Konstanten a,az, so daf fiir alle k>i>0
gilt : "n(k,i}u < ay -expl-az - (k-1)]
Existieren weiter positive Konstanten B;,B: mit
B < ﬂA{k}" € B2 fir alle k20, so gibt es eine positive
Konstante f33, so daff fur alle k2i20
gilt : "B{k,i}" < B3 -expl-az - (k-1)]
Dabei sind nm und 6 wie in (3.2.2) definiert.

(c) Es seien Pi(k|k) und Pz (k|k) fir k20 die Losungen der
Kovarianzgleichungen (3.1.38)(ii) des Filters zu den
Anfangswerten P; (0) und P; (0). Dann gibt es positive
Konstanten 11,72, so daf} fir alle k2i20 gilt :
"P1(k|k)—Pz{k|k)" < tl-exp[—rz-(k—i)}'HPi(i|i}—Pz{i'i]“

(d) Gibt es auflerdem positive Konstanten B ,Bz,Pf: mit

0 <p < "A(k]" < B2 fur alle k20 und
[Gk)-Q(k)-GT (k)| < Bs fiir alle k20 ,

dann gibt es Konstanten a1 und a: mit
0 < a1 s |[P(k|k-1)]| < az

Existiert ferner eine positive Konstante Bs mit
0 < Bs < |R(k)| fir alle k20 ,

dann gibt es eine positive Konstante as; mit
[K(k)| < as

Fir den Fall zeitinvarianter Modelle kann man noch weitere Aussagen

machen:

(3.3.10) Es seien alle Modellparameter im Modell (3.3.11) zeitlich
konstant, d.h. A(k)=A, G(k)=G, H(k)=H, Q(k)=Q, R(k)=R .
Ferner gelten die Voraussetzungen von (3.3.9). Dann gilt:
Die algebraische Riccati-Gleichung (vgl.(3.1.45))
P = A-P-AT - A-P-HT-[H-P-HT + R]-1-H-P-AT + G-Q-GT
besitzt genau eine positiv semidefinite Losung P=F*.

Ferner gelten folgenden Grenzwertaussagen:

lim P(k|k*l} = P

k->w

lim K(k) = K := P*-H"-[H-P-HT + R]-!

k->m

lim P{k|k} = P* := [I-K-H]- -P*

k-> o
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P” ist dabei die eindeutig positiv-semidefinite Ldsung der
Riccati-Gleichung
P = (A-P-AT + G-Q-GT)
- (A-P-AT + G-Q-GT)-HT
“[H-(A-P-AT + G-Q-GT)-HT + R]-!
‘H-(A-P-AT + G-Q-GT)

Es gibt positive Konstanten ti,t2 , so daB fir alle k2i>0
"P{k|kl—PAH < rn-exp[*tz'{k—i}]‘"P(i|i)—P““
Damit konvergieren auch die Ubergangsmatrizen
lim n(k+1,k) n := [I-K-H]-A
lim 6(k+1,k) 8 := A [I-K-H]
0

Die Matrizen n und sind stabil, d.h. ihre Eigenwerte sind

I

vom Betrage kleiner 1 .

vgl. Davis (/6/, Theorem 3.3.3)

ik --.ML ks alibils & HELH FRY



-60-

Kapitel 4 : Einflufl von Modellfehlern auf die Fehlerprozesse
des Kalman-Filters

In diesem Kapitel werden sowohl die unbedingten als auch die nach dem
bisherigen Verlauf des Beobachtungsprozesses y bedingten Erwartungs-
werte und Kovarianzmatrizen der Schiatzfehler des Kalman-Filters fir
den Fall betrachtet, daf} das System nicht korrekt modelliert wurde.
Dabei werden neben Rekursionsgleichungen fiir diese Gropen auch fiir
bestimmte Falle Grenzwertaussagen und Normabschatzungen hergeleitet.
Deswerd teren  werden Ableitungen der oben genannten Grofen nach  den

Modellparametern untersucht.

Ahnliche Rekursionsgleichungen, wie die hier entwickelten, sind auch
in  Jazwinski (/10/) und Griffin,Sage (/8/) zu finden. Griffin und Sage
nehmen  jedoch an, dafl die Erwartungswerte des wahren Systemprozesses
Null sind, und Jazwinski betrachtet nicht die Kovarianzmatrix sondern
eine damit verwandte GroBe (mehr dazu in (4.1.)). Uber die bedingten
Erwartungswerte und Kovarianzmatrizen wird in den beiden genannten

Arbeiten in diesem Zusammenhang Uberhaupt nicht geredet.

Die im Kapitel 3 gemachten Aussagen gingen von dem Idealfall aus, dap
das  Dbetrachtete System durch das in (3.1.1)-(3.1.4) angegebene Modell
exalkt beschrieben wird. Diese Ubereinstimmung von System und Modell
wird jedoch in den seltensten TFallen gegeben sein. Vielmehr wird das

Modell das Systemverhalten nur angenidhert beschreiben.

In Kapitel 3, wvor allem in (3.2), wurden die Fehlerprozesse, die beim
Kalman-Filter auftreten, flir den Idealfall eines exakten Modells dis-
kutiert. Fir diesen Fall berechnet der Kalman-Filter zum Schatzer auch
noch die Statistik der Schatzfehler, d.h. Erwartugswert (=0) und Kova-
rianzmatrix. Es stellt sich nun unwillkiirlich die Frage, wie sich
diese statistischen Werte fir die (wahren) Schatzfehler verhalten,
wenn das System vom Modell "abweicht',

Man hat also zwei Modelle: Ein "wahres" Modell W, das das System exalit
beschreibt, und ein anderes Modell M, das man zur Filterung benutzt.
Bei dem Modell M wird angenommen, daffi es sich um ein Zustandsraum-
Modell der Form (3.1.1)-(3.1.4) handelt., Um das Problem uberhaupt
behandeln zu kénnen, missen auch Annahmen iber das System, d.h. Uber
das wahre Modell W gemacht werden. In diesem Kapitel wird, natirlich
wiederum als Idealfall, angenommen, daB das System exakt durch ein

Zustandsraum-Modell W beschrieben werden kann.
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Die TFrage ist nun, wie die Schatzfehler aussehen, wenn man zur Filte-
rung das Modell M benutzt, wahrend das "wahre" Modell das Modell W
ist. Es wird also gefragt, wie sich Fehler in den einzelnen Modellpa-
rametern auf die Statistik des Schatzfehlers auswirken. Auswirkungen
von Fehlern in der eigentlichen Struktur des Systems werden somit
nicht. behandelt. Eine sicherlich ebenfalls interessante und wichtige
Frage wire, wie sich nicht beriicksichtigte Korrelationen der Rausch-

prozesse auf die Fehlerprozesse auswirken.

4.1 Beschreibung der Fehlerprozesse

In diesem Kapitel werden die wahren Fehlerprozesse die bei der Schit.-
zung mit Hilfe des Kalman-Filters auftreten, beschrieben. Wie bereits
erwiahnt wurde, wird angenommen, daB das betrachtete System durch
folgendes "wahre" Modell (gekennzeichnet durch den Index w) exakt

beschrieben wird:

(4.1.1) xwi{k+1l) = Auik) xw(k) + cw(k) + Gu(k) -wwik)

ywi{k) = Hul(k) -xw(k) + vw(k) , k20

mit E{xw(0)} = puw(0) covi{xw(0)} = Pw(0)
Efwu(k)} = 0 covi{wwl(k),ww(i)} = 8ix -Quw(k)
E{vw(k)} = 0O covi{vw(k),vw (i)} = &k -Rw(k)

0

covi{vw(k),xw(0)}

cov{ww(k),vuw(i)}

0 covi{ww(k),xw(0)}
0 fir alle k,i € No
Xwl(k),cul(k) € Rn ww(lk) € Rr
yw(k),vw(k) € Rm

Aw(k),Gu(k),Hw(k) Matrizen entsprechender Dimension

1]

Ccwi{k) wird hierbei, im Gegensatz zu Kapitel 3, als deterministisch
angenommen. Die Verallgemeinerung auf o(Yw[O,k])-meBbare Funktionen
cw(lt) bereitete im Kapitel 3 aufgrund der Unkorreliertheit von Schéatz-
fehler und Beobachtungsprozef§j keine weiteren Schwierigkeiten. Die
Behandlung solcher allgemeineren Funktionen cw(k) wire auch in diesem
Kapitel moglich. Da die Unkorreliertheit von Schatzfehler und Beobach-
tung im Falle fehlerhafter Modelle nicht mehr notwendigerweise gegeben

ist, wirden sich kompliziertere Gleichungen ergeben.

Wirde man das "wahre" Modell (4.1.1) auch zur Filterung benutzen, so
wiirden die (optimalen) Filtergleichungen folgendermaBen aussehen
(vgl.(3.1.38))

;;...iu‘l.u.l.uuhndiumbk K dhiklia
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uw (0) fir k=0
x°(k|k—1} :{

Au{k—ll-xo{k—1|k—1} + ewl{k-1) fir k21

yﬂ(k|k~1) = Hw(k)-xﬂik|k—l}
xﬂ{k|k} = xﬂ(k|k—1} + Ko (k) -[yw(k) - yﬂ{klk—l)}
mit

Pu(0) fur k=0
P°{k'k——1) = {

Aw(k-1) -Po (k-1 k-1) -AuT (k-1)
+ Gulk-1)-Qu(k-1)-Gu7(k-1)  fir k2l

Pa° (k|k-1)
Ke (k) -
Po (k|k)

Hu (k) -Pe (k|k-1) -HuT (k) + Ru (k)

Po (k| k-1) -HuT (k) -Pa® (k|k-1)*

[I-Ko (k) -Hw (k)] -Po (k|k-1)

[I-Ke (k) -Hw (k) ] -P° (k|k-1) - [I-K° (k) -Hu (k) ]T
+ Ko (k) ‘R (k) Ko (k)T

1

In diesem Fall erhilt man folgende Aussagen fiir die Schatzfehler :

(vgl.(3.2

(4.1.3)

T O % kit il e

.4),(3.2.8))

Mit den Bezeichnungen e°(k|k—1} = xwlk) - x°{k[k~l)

e (k| k) = xwik) - x°{k|k}
d°(k|k—l] = yulk) - y°(k|k—1)
gilt fir alle keNy und 12k :
E{ec (k|k-1)} =0
cov{e“(k|k—1)} = P“(k|k—1}
covie® (1|1-1),e° (k|k-1)} = ©°(1,k)-P° (k|k-1)
Efe°® (k|k))} =0
cov{e° (k|k)} = Po (k| k)
covie® (1|1),e° (k|k)} =m0 (1,k) -Po (k|k)
E{de (k|k-1)} =0

cov{d°{k|k—1)} Pdﬂtk]k-ll

cov{de (1|1-1),de (k|k-1)} = 0 fir l$k
wobei m° und 0° analog zu Kapitel 3.2 die Ubergangsmatrizen
des Filters (4.1.2) sind.

Ferner sind die Fehlerprozesse mit den vergangenen und gegen-

wartigen Beobachtungen unkorreliert, d.h.
Mit Yw[0,1] = [yw(O)T,...,yw(1)T]T gilt :
cov{eﬂiklk—lj,Yw[O,k—i]} =0
cov{d°{k]k—l),Yw[0,k—1]} 0
cov{e“{klk},Yw[O,k]} 0

I
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Sind die Rauschprozesse vy und w. und der Anfangsprozef x.(0)
gemeinsam normalverteilt, so gilt dies auch fir die Fehler-
prozesse und den Beobachtungsprozeff. In diesem Fall ist die
obige Unkorreliertheil. gleichbedeutend mit Unabhangigkeit und
die nach Yw[0,k-1], bzw. Y«[0,k] bedingte Verteilung der Feh-
lerprozesse ist gleich der unbedingten Verteilung, namlich
eine Normalverteilung mit den oben genannten ersten beiden

Momenten.,

Im folgenden werden die Fehlerprozesse diskutiert, die auftreten, wenn
man  statt des "wahren" Modells (4.1.1) das folgende Modell (ohne lndex

w) zur Filterung benutzt:

(4.1.4)  x(k+1)

I

Alk) -x(k) + (k) + G(k) -w(k)

y(k) = H{k) -x(k) + v(k) y k20
mit E{x(0)} = u(0) covi{x(0)} = P(0)
E{w(k)) = 0 covi{w(k),w(i)} = & k -Q(k)
E{v(k)}) = 0 coviv(k),v(i)} = & k ‘R(k)
cov{vik),x(0)} = 0 covi{w(k),x(0)} = 0

coviw(k),v(i)} = 0 fur alle k,i1 € No

Die Dimensionen der Prozesse seien dieselben wie im wahren Modell und
auch hier sei c(k) aus den oben erwidhnten Griinden als deterministisch
angenommnen

Der Kalman-Filter berechnet dann folgende Schitzer, wobei man beachten
sollte, daB die Modellparameter vom Modell (4.1.2) stammen, wahrend
die Daten yw(k) vom System (gegeben durch (4.1.1)) geliefert werden:

(4.1.5) u(0) fur k=0
x(l{|k~1) :«[
A(k-1) -x(k-1|k-1) + c(k-1) fir k21
y(k|k—1) = H(k)-x(k|k—1}]
x(k|k) = x(k|k-1) + K(k)-[yw(k) - y(k|k-1)]
mit
P(0) fur k=0
P(k|k-1) = {
A(k-1) -P{k—1|k—1) -AT (k-1)
+ G(k-1)-Q(k-1) -GT (k-1) fir k=1
Pa(k|k-1) = H{k}-P{k|k—1)-HTfk) + R(k)
K(k) - = Plk|k—l)'HT{k}-Pa{k]k—l)*
P(k|k) = [I-K(k)-H(k)]-P(k|k-1)

= [I-K(k) -H(k) ] -P(k|k-1) - [I-K(k) -H(k) J7
+ K(k) -R(k) -K(k)T

= L&Mhﬂx i it kil & ki i i
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Der restliche Teil dieser Arbeit wird sich mit den wirklichen Schitz-
fehlern
(4.1.6) e(k|kv1} = xwlk) - x{k'k—l)

e(l|l) = xu(k) - X{k[kl

d(l) ywl(k) - y(k|k-1)

befassen.

Die vom Filter (4.1.5) berechneten Matrizen P{k|k~1).P{k|k],Pq{k'h—ll
stellen nun nicht mehr notwendigerweise die Kovarianzmatrizen dieser
Schatzfehler dar. Auferdem sind die Erwartungswerte der Schatzfehler
in allgemeinen nicht gleich Null. Deshalb werden im folgenden Aussagen
tber die Erwartungswerte und Kovarianzmatrizen der wahren Schatzfehler
entwickelt. Dazu werden zundchst Rekursionsgleichungen flir diese
Groflen hergeleitet. In Abschnitt 4.2 werden die unbedingten Erwar-
tungswerte, in Abschnitt 4.3 die unbedingten Kovarianzmatrizen und in
Abschnitt 4.4 dann noch die bedingten Erwartungswerte und Kovarianzma-

trizen bhehandelt.

Ahnliche Rekursionsgleichungen, wie die in Abschnitt 4.3 fiur die
Kovarianzmatrizen entwickelten, sind auch in Jazwinski (/10/) und
Griffin,Sage (/8/) zu finden. Griffin und Sage gehen jedoch von der
Voraussetzung p(0)=pw(0)=0 aus und umgehen damit die Beriicksichtigung
der Erwartungswerte der Schitzfehler. Diese Einschréankung soll hier
nicht gemacht werden. Auch Jazwinslki fordert diese Bedingung nicht. Er
betrachtet aber weder die Erwartungswerte noch die Kovarianzmatrizen
der Schatzfehler, sondern die Matrix E{e(k|k}-e7(k|k)}, die mit diesen
beiden Grofien folgendermafen zusammenhangt:
E{e(k|k)-eT(k|k)} = cov{e(k|k)} + Efe(k|k)}-Efe(k|k)}"

In Abschnitt 4.2 und 4.3 sollen jedoch getrennte Gleichungen fir die
Erwartungswerte und die Kovarianzmatrizen der Schatzfehler entwickelt
werden., Denn der Erwartungswert drickt einen systematischen
(deterministischen) Fehler aus, wahrend die Kovarianzmatrix ein Maf
fir die GroBe der (stochastischen) Schwankung um diesen Erwartungswert
angibt.

Vorher werden nun noch Gleichungen fiur die Schatzfehler direkt ange-

geben. Dazu seien zunadchst die folgenden Bezeichnungen eingfihrt:

il bl il g o vl



(4.1.

-G5-

7)) Aa(k) := Aw(k) - A(k)
cal{k) = cu(k) - c(k)
Qa (k) = Gw(k)-Qu(k) -GuT(k) - G(k)-Q(k)-GT (k)
Ha (k) := Hw(k) - H(k)
Ra(k) := Rw(k) - R(k)
palk) = pwik) - pik)
talk) = tw(k) - ©(k) :

E{xw(k)} - Ei{x(k)}
E{yw(k)} - E{y(k))
Hw(k) -pw(k) - H(k) -p(k)

1

Mit diesen Bezeichnungen gelten folgende Gleichungen fir die Schatz-

fehler :
(4.1.8) Rekursionsgleichungen fiir die Schatzfehler
(a) e(0]-1) = xw(0) - p(0)
Fir k20
e(klk) = [I—K{k)-H(k)]-e(k|k—l} - K(k)-Ha (k) ‘xw(k) - K(k)-vw(k)
e{k+1[k] = A(k)-e(k|k) + Ag (k) xw(k) + catk) + Gu(k) wwik)
(b) e{O]OJ = [I-K(O) -Hw(0)]-xw(0) = [I-K(O)-H(O)]-u(0) - K(O)-vu(0)
Fur k20 :
e(k+1|k+1) = [I—K(k+1}-H{k+1)]-A(k)-e(k|k)
+ [Aa(k) - K(k+1) - {Hu(k+1) -Aw(k)-H(k+1)-A(k)} ] -xw(k)
+ [calk) - K(k+1) - {Hw(k+1)-cw(k)-H(k+1) -c(k)}]
+ [T-K(k+1) -Hw{k+1) ] -Guw(k) -ww(k) - K(k+1)-vu(k+1)
(c) e(0]-1) = xw(0) - p(0)
Fiir k20 :
e(k+1|k) = A(k}'[I-K(k)-H(k)]'e(k|k—1}
+ [Aa(k) - A(k)-K(k) -Ha(k)] -xw(k) + ca(k)
+ -Gwik) wwik) - Alk) -K(k) - -vw(k)
{d) Fir k=20 :
dik) = H(k}-e(k|k—1) + Ha (k) xw(k) + vw(k)
= H(k)-A{k—l)-e(k—1|k—1)+[Hw{k}-Aw(k—l}—H(k)-A(k—l)]-xw(k—ll
+[Hw (k) -cw{k-1)-H(k) -c(k-1) ]4Hw (k) -Gw (k-1) -ww (k-1)
Beweis:

(a) e(0|~1} = xw(0) - x(0|—1) = xw(0) —= p(0) nach (4.1.5)

Sei k20. Dann gilt nach (4.1.5)

e{k{k} xwlk) - x{k]k}

xw(k) - [I-K(k)-H(k)]-x(k|k-1) - K(k) -yw(k)

[I-K(k) -H(k)]-e(k|k-1) - K(k)-Ha(k) -xw(k) -K(k)-vw(k)

i

H

]



.

-66-

e{k+]]k} = xw(k+l) - x(k+1|k)
Aw(k) -xw(k) + cw(k) + Gwik) -ww(k) - A(k]-x(k|k} - (k)
A{k)ve(k|k) + Ag (k) -xw(k) + callk) + Gw(k) -wwik)

Die Gleichungen fir (b),(c),(d) erhilt man durch Einsetzen der
Gleichungen aus (a),

Die Matrizen n{k+1,k) [I-K(k+1) -H(k+1)]-A(k)

und 6(k+1,k) = A(k)-[1-K(k)-H(k)]
sind die Ubergangsmatrizen des Filters (4.1.5) und hangen somit nur
vom Modell (4.1.4), nicht aber vom wahren System (4.1.1) ab. Dies ist
im Hinblick auf die Schatzfehler deshalb besonders wichtig, da diese

"

Matrizen = und 8 auch die Ubergangsmatrizen der Schatzfehler sind. Man
erkennt dies an den Gleichungen (4.1.8)(b) und (c), besonders, wenn

man folgende Bezeichnung einfihrt

s(k) := [Ada(k) - K(k+1)-{Hw(k+1) -Aw(k) - H(k+1) -A(k)}] xw(k)
+ [ca(k) - K(k+1)- - (Hu(k+1)-cw(k) - H(k+1)-c(k)}]
+ [I-K(k+1) -Hw(k+1)] -Gu (k) -ww(k) - K(k+1) - -vw(k+1)
r(k) := [Aa(k) - A(k) -K(k) -Ha(k)]-xw(k)

+ ca(k) +-Gu(k) -wwik) - A(k) -K(k) -vw(k)

Damit gilt fur die Schatzfehler :

1]

(4.1.9) e(k+l]k+1)
e(k+1|k)

n(k+1]k) -e(k|k) + s(k)
0(k+1|k) -e(k|k-1) + r(k)  firk 20

Da die Matrizen =n und 6 nur vom Modell abhéngen, sind sie bei der
Benutzung eines bestimmten Modells bekannt. Auch wenn man natiirlich im
allgemeinen die Werte der von xw(k), ww{k) und vw(k) abhangenden
Grofen s(k) und r(k) nicht kennt, so kennt doch somit zumindest, ohne
Kenntnisse iber das wahre System, wie sich die friheren Schéatzfehler
auf gspatere auswirken, d.h. wie sich die Schatzfehler fortpflanzen. In
diesem Zuasmmenhang sei nochmals auf die asymptotischen Eigenschaften
der  Ubergangsmatrizen m und 8 hingewiesen, falls das Modell gleich-
mafpig vollstindig beobachtbar und kontrollierbar ist.

(vgl. (3.3.8),(3.3.9))

el b s Ll.-lll. didec
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4.2 Erwartungswerte der Fehlerprozesse

Fiir die unbedingten Erwvartungswerte der Fehlerprozesse werden folgende

Bezeichnungen eingefuhrt

(4.2.1) E(k|k-1)
E(k|k)
6(k)

E{e(k|k-1))
E{e(k|k)}
E{d(k)}

1

E{xw (k) - x(k|k-1)}
E{xw(k) - x(k|k))
E{yw(k) - y(k|k-1)}

1]
I

1
11

Fir diese Grofien gelten nun folgende Rekursionsgleichungen, welche

sofort aus (4.1.8) folgen :
(4.2.2) Rekursionsgleichungen fiir die Erwartungswerte

(a) €(0|-1) = pa(0)

Fir k20
€(lc|k) = [I-K(k) -H(k)]1-e(k|k-1) - K(k)-Ha(k) -pw(k)
E{k+1|k) = A(k)-E(k|k} + Aa(k) -pwi(k) + catk)

(b) €(0]0) = pa(0) - K(0)-[Hw(0) -pw(0) = H(O)-p(0)]
Fir k21 :
€(k|k) = n(k,k-1)-€(k-1]k-1) + f(k-1)
mit f(i) := [Aa(i) - K(i+1)- {Hw(i+l)-Aw(i)}-H(i+1)-A(i}}] -pw(i)
+ [ca(i) - K(i+1) - -{Hw(i+1) -cw(i)-H(i+l) -c(i)}]

(c) €(0[-1) = pa(0)
Fir k21 :
e(k|k-1) = 6(k,k-1) -€(k-1|k-2) + g(k-1)
mit g(i) := [Aa(i) - A(i)-K(i) -Ha(i)] -pw(i) + ca(i)

(d) 8(0) = H(0) -pa(0) + Ha(0)-pw(0) = Huw(0) -pw(0) - H(0)-u(0)
Fur k21 :
8(k) = H(k)-€(k|k-1) + Ha(k)-pw(k)
= H(k)‘A(k—l)‘E{k—l'k—1)+[Hw{k}'Aw{k—])—H(k)'A(k*l}]‘ﬂw(k—l)
+[Hw (k) -cw(k-1)-H(k) -c(k-1)]

Hierbei sind n und 6, analog zu Kapitel 3, die Ubergangsmatrizen des

Filters (4.1.5).

Indem man die Rekursionsgleichungen auflost, gelangt man zu folgenden

direkten (nicht-rekursiven) Darstellungen:

€ ek Sl -u.lﬁ o il sl o
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(4.2.3) direkte Darstellungen fiir die Erwartungswerte

(a) Mit f und g aus (4.2.2)(b) und (c) gilt fir k=1

k-1

€(k|k) = =(k,0)-€(0]0) + T n(k,i+l)-f(i)
i=0
k-1

€(k|k-1) = 6(k,0)-€(0|-1) + & 6(k,i+1) -g(i)
i=0

(b) Fir k20 gilt :

E(k|k) = pal(k) -

n(k,i) -K(i) ta(i)
0

nopg w

k-1

€(k|k-1) = pa(k) - A(k-1)-Z n(k,i) K(i) Ta(i)
i=0

Beweis:

(a) folgt induktiv aus (4.2.2)(b) und (c)
{b) Induktion uUber k:
k=0 : folgt aus (4.2.2)(b) und (c), wobei i (---) =0
k->k+1 : :
€(ktl|k) = A(k)-€(k|k) + Aa(k) -uw(k) + ca(k)  nach(4.2.2)(a)
= A(k) -pa(k) + Aa(k) -pw(k) + ca(k)

K
- A(k)-Z n(k,i) -K(i)-wa(i) nach Ind.vor.
izo

K
pal{k+l) - A(k)-Z n(k,i)-K(i)-ta(i)

i=o
€(k+1|k+l) = [I-K(k+1) -H(k+1)]-€(k+1|k) - K(k+1) -Ha(k+1) -pw(k+1)

= pa{k+l) - K(k+1) -H(kk#1) -pa(k+1l) - K(k+1)-Ha (k+1) -pw(k+1)
k
- [I-K(k+1) -H(k+1)]- A(k)-Z n(k,i) -K(i) ta(i)

izo
aufgrund des ersten Teils
k+1

= palk+1l) - & m(k+1,1)-K(i)-Tal(i)
i=0

Aus den Gleichungen (4.2.2) und (4.2.3) kann man erkennen, daf} die
Erwartungswerte der Schatzfehler nicht direkt von den Fehlern Ra(k),
Qa (k) und Pa(0) in den Kovarianzmatrizen abhéngen. Dies bedeutet
Jjedoch nicht, daB die Kovarianzmatrizen flir diese Erwartungswerte

keine Rolle spielen.

RO 917+ - P S shuidiia
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Zviar  haben die Kovarianzmatrizen Ru(k), Quw(k) und Pu(0) des Systems
(4.1.1) Kkeinen Einfluf auf die Erwartungswerte, aber die Abhangigkeit
von  den Kovarianzmatrizen R(k), Q(k) wund P(0) des Modells (4.1.4)
steckt  in der Verstarkungsmatrix K(k) und somit auch in den Ubergangs-

matrizen n und 0.

Diese Ubergangsmatrizen n und 6 des Filters sind auch, wie in (4.2.2)
(b) und (c) zu sehen ist, die Ubergangsmatrizen fiir die Erwartungs-
werte der wahren Schatzfehler. Entsprechend den Bemerkungen am Ende
des Abschnitts 4.1 kennt man somit bei der Benutzung eines bestimmten
Modells, ohne Kenntnis i{ber das wahre System, die Auswirkungen der
Erwartungswerte friherer Schatzfehler auf die Erwartungswerte der

darauf folgenden Schatzfehler.

Im Hinblick auf die Fortpflanzung der Schatzfehler erscheint es daher
nach den Ergebnissen von Abschnitt (3.3) sinnvoll, ein gleichmaBig
vollstandig beobachtbares und kontrollierbares Modell =zu entwickeln.
Dadurch wirde der Filter frihere Fehler mit der Zeit "vergessen" und
nur die neueren Fehler, d.h. s(k) und r(k) bzw. deren Erwartungswerte
f(k) wund g(k), waAren von Bedeutung. Dies verhindert ein Aufsummieren
der  Fehler. Allerdings Lkann man sich dadurch eine Vergroferung der

"neuen" Fehler einhandeln.

Uber den Zusammenhang der Erwartungswerte E(k|k} und E{k|k—1) mit den
Folgen f und g aus (4.2.2) kann man folgendes sagen :

(4.2.4) (a) Es gilt genau dann E(k|k} = 0 fur alle k20, wenn fir alle
k>0: [I-K(0) -Hu(0)] -uw(0) [I-K(O0)-H(0)]-p(0) und f(k)=0

"

(b) Es gilt genau dann €(k|k—1) = 0 fir alle k20, wenn
pa (0) = 0 und g(k)=0 fir alle k20.

(c) Es gelten die Voraussetzungen von (3.3.9), d.h. das Mo-
dell ist gleichmafiig vollstandig beobachtbar und kontrol-

lierbar, Dann existiert
k
eine Konstante ¢>0 mit I "n(k,i)“ < ¢ fir alle k20 und es
iz0

gelten die folgenden Aussagen:

(1) lim e[l = 0 <=> Lim J£(k)| = 0
k->m k->@

(2) Falls eine Konstante ci >0 existiert, sodafl Hf[k}" <

fir alle k20, dann ist "E{klk)" < c-cy fur alle k20.

IL.L&.“....L-M“&. e tai e bhiblbb &
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(3) Falls es ein ki eN und eine Konstante c;>0 gibt, sodaf
"f(k)" < ¢ fiur alle k2k; gilt, dann gibt es fur jedes
0>0 ein k{o), sodaP "E(k|k}" £ c-c1+o fur alle k2k{a).

(d) Es gelten die Voraussetzungen von (3.3.9)(b), d.h. das
Modell ist gleichmidfig vollstandig beobachtbar und kon-

trollierbar, Dann existiert

K
eine Konstante >0 mit & HB(k,i)" < ¢ fir alle k20 und es
i=0

gelten die folgenden Aussagen:

(1) lim Je(k[k-1)] = 0 <=> lim |g()| = O

k-5>q K->

(2) Falls eine Konstante c; >0 existiert, sodaf} "g(k)" < e
fur alle k20, dann ist “e(k|k—1}" < c-c1 fur alle k20.

(3) Falls es ein kieN und eine Konstante c¢1>0 gibt, sodaf
"g(k)" < ¢y fur alle k2k; gilt, dann gibt es fur Jjedes
0>0 ein k{o), sodal

"E(k|k-l)" < c-c1+o fir alle k2k(g).

Beweis:
(a) Nach (4.2.2)(b) ist
€(0]0) = [I-K(0) -Hu(0)]-pw(0) - [I-K(0)-H(0)]-u(0)
€(k+1|k+1) = n(k+l,k)-e(k|k) + f(k)
Daraus folgt sofort Teil (a)

(b) Analog zu (a) aus (4.2.2)(c)

{c) Unter den zusatzlichen Voraussetzungen gilt (vgl.(3.3.9))

Kk
(¥) es gibt ein c¢>0 mit ¥ "n(k,i}" < e fir alle k20
i=0
(*¥) fir alle i20 ist lim |n(i+j,i)| = O
i=-rm

(1) "=>" Sei nun lim “E{k]k}" = 0 und ¢ nach (%)

k->m

Sei o»0

Dann gibt es ein k{o), so daB fiir alle k2k(c) gilt :
“e{kjk}" < g/c

Nach (4.2.2)(b) gilt dann fiir alle k2k(og)
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"f(l()" = |'E(k+1|k+1) - ﬂ(k-l-]lk)-é(k]l()"
< ||E(li+1|l{+1)|| + "ﬂ(ki‘l]l'\')"'“E[I{Ik]"
< (a/fe)-(1 + ﬂn{k-i-].l]{}ﬂ}
k+1
<

(o/c)-T [n(k+1|i)| £ o nach (¥)
i=0

"<=" Sei nun lim “f{k)ﬂ = 0 und ¢ nach (%)

k-> o
Dann gibt es ein c; >0 mit Hf(k)" <c; < o fir alle k20
und ”e{0|0)| <o

Sei ¢ » 0O

Dann gibt es ein k(g), sodafl fir alle kzk(g)
"f{k)" < g/(2:c)

Ferner existiert nach (¥*¥) ein ko > k(o), sodal}
un{k,i)" S o/l[2-(k{g)+1l)-c1] fir alle igk(ov)<ko sk

Damit gilt fur alle k2>ke nach (4.2.3)(a)

k
(¥xx)  e(k|k) < [n(k,0)] [€(O[O)] + & |n(k,i)-f(i-1)
i=1

k( o) k
€c-Z "n(k,i}u + o/(2-¢c)-L "n(k,i}"
i=0 i=k(o)+1
e -(kio)+l)-o/[2-(k{c)+1)-c1] + (o/(2-C))-cC

=g
(2) folgt sofort aus (*), (*¥*) und der Voraussetzung
(3) analog zu "<¢=" in (i) (vgl. (¥¥x))

(d) Analog zu Teil (c)

Ist f(k) (bzw.g(k)) ab einem k;éN beschrinkt, so gibt es natiurlich
auch eine obere Schranke fur "f(k)" (bzw.“g{k}“) fir alle k. Der Sinn
der Aussage in (c)(3) (bzw. (d)(3)) ist jedoch folgender:

Existiert eine kleine Schranke flr "f(k)n {"g{k)H} fir k2k,, so gilt
auch eine entsprechend kleine Schranke fiur |e(k|k)| (Je(lk|k-1)|) fir
hinreichend grofes k, egal wie grof3 die "f{k)" ("g(k}") fir k<q
waren.,

Dies drickt wiederum die mit der Stabilitdt des Filters verbundene

"Vergef3lichkeit"” des Filters aus.
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Die Auswirkungen von Modellfehlern auf die Erwvartungswerte der Schitg-
fehler  dricken sich  also unler den Voraussetzungen von (3.3.9) im
wesentlichen  in den jeweils neuen Fehlererwartungswerten (k) und g(k)
aus., Ist  Jedoch der Erwartungswert npwl(k) des wahren Zustandes
unbeschrinkt.  (wahres System  instabil), so sind auch (k) und g(k)
unbeschrinkt, solange Fehler Ag(k) oder Ha(k) existieren. In dieser
Situation wire es sinnvoll einen relativen Fehler zu untersuchen, d.h.
den  Schitzfehler in eine Beziehung zum Wert des aktuellen Zustandes zu

selzen.,

In der folgenden  Bemerkung werden noch zwei Spezialféalle von (4.2.2)

angegoeben:

(4.2.5) (a) Ist Ha(k) = O fur alle k20, so gilt:
€(0|-1) = pa(0) , €(0]|0) = [I-K(0)-H(0)] -ua(0)

Fir kz1:

e(k|kw1)

A{k—l)'[I—K(k—l)‘H{k—I}]-e(k—1|k—2) + g(k-1)
k-1
8(k,0)-€(0|-1) + £ B(k,i+1)-g(i)

1 =0

E(k|k+1)

wobei g(i) = Aa(i) -pw(i)+ca(i)

1

€(k|k) [I—K[k)-H{k}]-[A(k—l)'E[k~I|k*1) + gl(k-1)]
k-1
n(k,0)-€(0]0) + Z n(k,i+l)-f(i)

i=0

wobei f(i) = [I-K(i+1)-H(i+1)]-g(i)

e(k|k)

Dabei kann man g(i) schreiben als :
g(1i) = pw(i+l) pwe (i41)
mit pwe (i+1) A(L) -pw(i)+c(i)

h

Extrapolation des "wahren" Erwartungs-
wertes zur Zeit i1 mit Hilfe des Modells

in die Zeit i+l

(b) Ist Ha(k)=0, Aa(k)=0 und ca(k)=0 fiir alle k20, so gilt:
€(0|-1) = pa(0) , €(0]0) = [I-K(0)-H(0)]-na(0)

Fir k21:
E(k|k—1} = 8(k.k—1}-E(k—1|k—2) = 8(k,0) -paf(0)
e(k|k} = n{k,k—l)‘e{k—l|k—l)

n(k,0)-[I-K(0)-H(0)] -pa(0)

Ist pa(0) = 0, so ist E[k|k} = E{k|k-1) = 0 fur alle k20.
Ist pa{(0) + 0, so gilt unter den Voraussetzungen von
(3.3.9), daf "E(k|k}" exponentiell gegen Null konvergiert
flir k gegen unendlich.

Existiert ein c>0 mit "A{k)"$0<m fur alle k>0, so konver-
giert auch “E(k|k—l)u exponentiell gegen Null.
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(4.2.6) Beispiel

Bel.rachtet werde das folgende System:

1.1 0.3] 1 0
Xw(]{+1) = '.\'w(k) + Ww(k} s Qw(k] =
0 0.9 . 0 1

1 0
E{xw(0)} = (1,1)T ; covi{xw(0)} =
0 1

YH{k} = (lsl)xw“{] + vwi(k) N Rw(k) = 1

Das zur Filterung dieses instabilen Systems benutzte Modell stimmi bis

auf die Systemmalrix A mit dem System iiberein:

-

1.0 0.4
A =
0.1 0.8

Wegen (3.3.8) und (3.3.9) ist damn der 2zum Modell gehbrige Filter
stabil.

Trotz der damit verbundenen asymptotischen Eigenschaften der
Ubergangsmatrizen divergieren die Schatzfehler, wie auf den folgenden

Bildern zu sehen ist. Dies liegt an der Instabilitidt des Systems.

Interessant ist es auch, die Einschrittvorhersage von yw(k) und deren
Fehler zu betrachten. Aufgrund der Tatsache, daB

Huo(k) -Aw(k) = (1.1,1.2) = H{k)- -A(k)

unterscheidet sich der Fehler bei der Benutzung des falschen Modells
nicht so sehr vom Fehler beli der Benutzung des richtigen Modells. Es
ist. jedoch eine  leicht Drift zu erkennen, wihrend der ‘'"optimale"”

Fehler unkorreliert ist.
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Bild 1 : Wahrer Prozef (markiert durch Linie) und die aufgrund des

falschen Modells gefilterten Werte (markiert durch x)

Wahrer Prazep und Filterung 1. Kowponente
T Vy
i V4
S
P
S
Pt
r'j '
~—
- ,-‘/-;ﬂ-'{x' iF
PP LE
s il T’ v-'ﬂ ! | ! | ! ! ! ! ! ! !
1 T T T 1 T 1 T i T T T T T T
Einheiten: X-Achse 2.58BE+BE Y-Achse 7.973E+88
Wahrer Prozep und Filterung 2. Komponente
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i
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i
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Einheiten: X-Achse 2.5BBE+B8 Y-Achse 2.193E+68
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Bild 2:

=1

o
I

Fehler xw(k) - x(k[h} bei der Benutzung des falschen Modells

(markiert durch Linie) und Fehler xu.(k) - x“(k|k} bei der

Benutzung des richtigen Modells (markiert durch x)

XW(t)-X(1/t) bei Falschem und richtigem Modell 1. Xompamente
f/'/:
e
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J /
;
L /
f'-"!
1 —, __/'ﬁ\.\_"___‘_ ;'/
P "I‘\// . -
7 x £ % v o ox K
e e RN
L‘w{/ \"\,r’f B o
Einheiten: X-Achse 2.580E+88 Y-Achse 2.101E+80
XW(t)-X(t/t) bei falschem und richtigem Hodell 2. Komponente
A ff \{! ¥ x a1t
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Einheiten: X-Achse 2.588E+88 Y-Achse 2.297E+88
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Bild 3: Fehler xuw(k) - x{k|k) bei der Benutzung des falschen Modells
(markiert durch x) und dessen Erwartungswert E{xw{k}—xU(“{H

{markiert durch Linie)

Erwartungswert von XH(L)-X(t/1) und Realisierung 1. Komponente

Tinheiten: X-Achse 2.588E+B8 Y-Achse 2.847E+88

2. Xomponente

Erwartungswert von XM(1)-X(1/t) und Realisierung

Einheiten! X-Achse 2.58BE+88 Y-Achse 2,274E+08
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Bild 4: Beobachtung yw(k) (markiert durch Linie) und die zugehorige
Einschrittvorhersage y[lt|li—1) bei der Benutzung des falschen

Modells (markiert durch x)
_Eeubachtung und Einschritt-Vorhersage
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Einheiten: X-Achse 2,500E+88 Y-Achse 8.861E+80

Bild 5: Fehler yw(k) - ylk|k~1] bei der Benutzung des falschen
Modells (markiert durch Linie) und Fehler yw(k) - y° {k|k—l}

bei der Benutzung des richtigen Modells (markiert durch x)

YH(t)-Y(t/t-1) bei falschem und richtigem Modell 1. Komponente
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Far den Erwartungswert &(k) kann man analoge Aussagen zu {(4.2.4)
herleiten :

(4.2.7) (a) Tst H(0)-pa(0) = 0 und sowohl g(k) = 0 fir alle k>0
als auch Hq (k) -pw(k) = 0 fiir alle k20, so ist auch

6(k) = 0 fur alle k20

(b) Es gelten die Voraussetzungen von (3.3.9)(b), d.h. das
Modell ist gleichmidBig vollstindig beobachtbar und kon-
trollierbar. Dann existiert

K

eine Konstante c»>0 mit & Nn{k,i]" < c fur alle k20.
i-o

Gibt es ferner eine Konstante c1>0 mit "H[k}” <o fur

alle k20, dann gelten die folgenden Aussagen:

(1) Konvergieren sowohl "g{k)" als auch "Ha{k]'uwik}"

gegen 0, so konvergiert auch §(k) gegen Null.

(2) Existieren cz 2z ||pa(0)| mit |g(k)|| < c; fiir alle k20
und ¢3 mit "Ha(k]‘pu(k)“ < @3 fir alle k20 ,

so ist "ﬁ{k)" < cp-ezc + c3 fur alle k20

(3) Existieren kieN, >0, c2>0, c3>0, so daB fur
alle kzly gilt:
[HO s, etk <cz und |Ha (k) -pu (k)| < c5
so gibt es zu jedem a>0 ein ko €N, sodafl

BK)| < (er-cz-c +c3) + a

Beweis: Folgt mit (4.2.2)(d) aus (4.2.4), bezeihungsweise durch analo-
ge Beweisflhrung zum Beweis von (4.2.4)
Mit Hilfe von (4.2.3)(b) kann man §(k) umschreiben:
(4.2.8) (a) Es gilt fur k20:
K

5(k+1) = ta(k+l) - H(k+1)-A(k)-Z n(k,i) -K(i)-ta(i)

i=0

(b) §(k) = 0 fir alle k20 <¢=> Ta(k) = 0 flir alle k20
{c) Gelten die Voraussetzungen von (3.3.9)(d), so gilt:

(1) lim [ra(e)] = 0 => Llim |8(k)| = 0
k->w

k=>m

(2) Existiert ein c;>0 mit th{k}u < ¢; fiur alle k=20,

so gibt es ein ¢>0 mit HB{k]" < ¢ fur alle k20.
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Beweis: analog zu (4.2.4)

Interessant waren auch Umkehrungen derart, dal man von einem
"gutartigem" Verhalten der 6(k) auf ein entsprechendes Verhalten der
- ta{k) bzw. der Modellfehler schliefen kénnte.

Dal man aus 6(k) noch nicht einmal alle Modellfehler in Aw(k) erkennen

kann, zeigt der folgende Satz

(4.2.9) Alle Parameter des wahren Systems aufer Aw(k) seien bekannt,
d.h. ca(k)=0, Qa(k)=0, Ha(k)=0, Ra(k)=0, Pa(0)=0 und pa(0)=0.
Gilt auflerdem H(k)-[$w(k,0) - &(k,0)] = O fiir alle k20, d.h.
die Spalten von $w(k,0) - (k,0) liegen im Kern von H(k),
so ist ra(k) = 0 fir alle k=0

und (k) = 0 fur alle k=>0.

"

Beweis: ta(k) = H(k) -pa(k) = H(k) - (pw(k) - p(k))
H(k) - (3w (k,0) -puw(0) - &(k,0)-u(0)) (vgl.(3.1.8))
H(k) - (¢w(k,0) - &(k,0)) -p(0)
=0
Somit ist auch nach (4.2.8)(b) &5(k) = 0

il

(4.2.10) Beispiel
n=2, m=1

System ! xw(k+l) = xw(k) + wwi(k) ; Quw(k) = I
yw (k) (1,1) xw(k) + vi(k) ; Ru(k) =1
auferdem: pw(0) = (1,1)7 ;o Pu(0) = I

Modell : Alle Parameter wie im System bis auf die Matrix A
1 0.1

All) = A =
0 0.9

Wegen 1 a 1 a 1 - (1 2-a-a? ]
0 1-a 0 l—aJ LO 1-2-a+a?

mit B = 2-a - a?

h
o =
[y
] =
=
| S——

H-Ak+!

(1,1)- [1 B ]
0 1-Bx = (1,1)

ist H-¢(k,0)

"
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Auflerdem ist H-¢w(k,0) = H-T = (1,1) und somit sind die Voraussetzumn-

gen von (4.2.9) erfullt.

eine Simulation dieses Beispiels an, so stimmen die
Benutzung des wahren Modells) und d(k) (bei
so dafl offensichtlich noch

Sieht man sich
Fehlerprozesse do (k) (bei
Benutzung des falschen Modells) iiberein,

mehr gilt, als in (4.2.9) behauptet wurde.

M(L)-¥(1/¢-1) bei Falschen und richtigen Hodell
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1.3 Kovarianzmatrizen der Fehlerprozesse

Bisher wurden die "wahren" Schiatzfehler und deren Erwartungswerte
diskutiert. Nun sollen als weitere statistische Charakterisierung der
Schatzfehler deren Kovarianzmatrizen betrachtet werden. Dazu werden
zunichst die zentrierten Schiitzfehler charakterisiert. Diese werden

bezeichnet mit:

(4.3.1) e? (k|k-1)
o {|i|l{)
dz (k)

1]

e{klk—l) - E{k|k—1)
e{k|k) - E(k|k)
d(k) - 6(k)

Ferner sei noch folgende Bezeichnug fir den zentrierten 'wahren"

Zustand des Systems eingefiihrt:
(4.3.2) xw¢(k) := xw(k) - pw(k)
Mit diesen Bezeichnungen gelten folgende Rekursionsgleichungen:

(4.3.3) Rekursionsgleichungen fir die zentrierten Schatzfehler

(a) e2(0|-1) = xw*(0)
Fir k20 :
e? (k|k) = [T—K[k)‘H{k}]-ez(k|k—1} - K(k) -Ha (k) -xw? (k) - K(k) -vw(k)
e? (k+1]k) = A(k)-ez (k|k) + Aa(k) -xw? (k) + Guw(k) ww(k)

(b) e2(0]0) = [I-K(0) -Hw(0)] -xw?(0) - K(O)-vw(0)
Fir k=0 :
ez{k+1[k+1) = [I—K(k+1)-H(k+l)]-A{k}-e3{k|k)
+ [Aa(k) - K(k+1)- {Hw(k+1)-Aw{k)-H(k+1) -A{k)} ] -xw? (k)
+ [I-K(k+1) -Hw(k+1) ] -Gu (k) -ww (k) - K(k+1) -vu(k+1)

(c) ez (0]-1) = xuw?(0)
Far k=0 :
eZ{k+1|k] = A{k)-[I~K(k)-H{k}]-ez(k|k—1}
+ [Aa(k) - A(k)-K(k)-Ha (k)] -xw? (k)
+ Guwll) -wwik) - A(k)-K(k) -vw(k)

Beweis: Dies ist eine direkte Folgerung aus (4.1.8) und (4.2.2)
Die zentrierten Gleichungen des "wahren" Modells (4.1.1) lauten:

Aw (k) xwz (k) + Gw(k) -ww (k)
Hw(]() S Nw® “{} + \’w{k)

(4.3.4) xw? (k+1)

yw? (k)
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Fiir die Kovarianzmatrizen seien folgende Bezeichnungen eingefiihrt.:

(4.3.5) P (k|k-1)

E{ ez(k|k~1]-esz|k—1}T )

cov[e{k|k~1)}

Pw{k|k) = cov{e(k|k]} = E{ ez(k’k)-e3(k|k)T }
Pxe{k|k—1} = cov{xw(k},e{k|k—1}} = E{ xwz{k)'ez{k|k—1)T }
Pre (k|k) = cov{xw(k),e(k|k)} = E{ xwz (k) -e? (k|k)T )
Px (k) = cov{xw(k)} = E{ xwz (k) -xw? (k)T }

Damit folgt unmittelbar aus (4.3.3)(a) und (4.3.4):

(4.3.6) Indirekte Rekursionsgleichungen

fiir die Fehlerkovarianzmatrizen

Pu(0]-1) = Px(0) (=Pw(0))
Pxe (0[-1) = Py (0)

Fiir k20 gilt dann

Pu(k|k) = [I-K(k)-H(k)]-Pu(k|k-1) - [I-K(k) -H(k)]"

+ K(k) -Ha (k) -Px (k) -HaT (k) -KT (k) + K(k) -Rw(k)-KT (k)
= [T-K(k) -H(k)]-Pxe (k| k=1)T -HaT (k) -KT (k)
- K(k)-Ha(k]-Pxe(klk—])‘[I—K(k)-H{k)]T
Pxe(k|k) = pxe(klk—l}'[I—K{k)‘H(k)]T - Px (k) -Ha" (k) KT (k)
Pw(k+l|k} = A(k)-Pw{klk)'AT(k) + Ag (k) -Px (k) -Aa7 (k)
+ Alk) -Pxe T (k]k) -AaT (k) + Aa(k) -Pxe (k|k)-AT (k)
+ Gw(k)-Quw(k) -GuT (k)
Pre (k|k-1)= Au(k) Pre (k|k) AT (k) + Au(k) Py (k) -AaT (k)
+ Gw (k) -Qu(l) -GuT (k)
Px (k+1) = Aw(k) -Pe (k) -AuT (k) + Gu(k) -Qu(k) -GuT (k)

Aus (4.3.3)(b},({c) und (4.3.4) resultieren die folgenden Gleichungen:
(4.3.7) Direkte Rekursionsgleichungen fir die Fehlerkovarianzmatrizen

(a) Mit I'(k) := Aa(k) - K(k+1) - {Hwo(k+1)-Au(k)-H(k+1)-A(k))
{(vgl. mit f aus (4.2.2))
und Dwi(k) := T-K(k) -Hu(k) gilt:

Pu(0]0) = Dw(0)-Px(0)-DuT(0) + K(0) -Rw(0) -KT(0)
Pxe{OIO} = Px(0)-DuT(0)
Fur kz0:

Pw{k+1ik+1) = n(k+1,k}'owk|k)'fok+1,k)

+ (k) -Px (k) -I'T(k) + K(k+1) Ry (k+1) -KT (k+1)

+ Dwi(k+l) -Gu(k) -Quw(k) -GuT (k) -DuT (k+1)

+ F{k)'Pxe{ka)‘ﬂT(k+1,k} + w(k+l,k) -Pxe T (k|k) [T (k)
ng(k+1’k+11= Aw[k)-Pxe{k|k)'ﬁT(k+1,k)

+ Aw(k) -Px (k) -T7 (k) + Gw(k) -Quw(k) -GuT (k) -DuT (k+1)
Py (k+1) = Aw(l) Py (k) AT (k) + Gw (k) -Qu(k) -GuT (k)
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(b) Mit Q(k) := Aa(k) - A(k) -K{k) -Ha (k) (vgl. mit g(k) aus (4.2.2))

gilt:

Pu(0|-1) = Px (0)

Pee (0]-1) = Py (0)

Far k20:

Pu(k+l|k) = B(k+1,k) -Pw(k|k-1)-67 (k+1,k)

Q(k) -Px (k) -7 (k)
Q(k) Pxe (k|k-1) -07 (k+1,k) + 8(k+1,k) PeeT (k|k-1) QT (k)
Gw (k) -Qu (k) -GuT (k) + A(k) -K(k) -Rw (k) -KT (k) -AT (k)
Pre (k+1|k)= Aw(k) -Pxe (k|k-1)-0T (k+1,k)
+ Au(k) -Px (k) -Q7 (k) + Gu(k) -Qu(k) -GuwT (k)
Px (k+1) = Auw(k) -Px (k) -AuT (k) + Guw (k) -Qu(k) -GuT (k)

+ + +

Der Algorithmus berechnet folgende Matrizen (vgl.(4.1.5)

(4.3.8) P(0|-1) = P(0)
Fir k200 P(k|k) = [T-K(k) -H(k)]-P(k|k-1) - [I-K(k) ‘H(k) "
+ K(k) -R(k) -KT (k)
P(k+1]k) = A(k)-P(k|k) AT (k) + G(k) -Q(k) -G (k)

Fiuhrt man folgende Differenzen fiur die Kovarianzmatrizen ein:

(4.3.9) Pa(k|k)
Pa (k|k-1) :

Pu(k|k) - P(k|k)
Pu(k|k-1) - P(k|k-1) ,

so gilt:

(4.3.10) Indirekte Rekursionsgleichungen fiir die Matrizendifferenzen

Pa(0|~1} = Pa(0) := Px(0) - P(0)
Fir k20 :
Pa (k|k) = [I*K{k}-H{k}]-Ph(k|k~1J-{I~K{k)-H(k}JT

+ K(k) -Ha (k) -Px (k) -HaT (k) -K7 (k) + K(k)-Ra (k) -KT (k)
- [I-K{k}-H{k)]-Pxe(k|k~1}T-HdT{k)-KT(k)

- K(k) -Ha (k) -Pxe (k|k-1) - [T-K(k) -H(k) 17

A(k) -Pa (k| k) -AT (k) + Aa(k)-Px(k)-AaT (k) + Qa (k)

+ A(k) -PreT (k|k) -AaT (k) + Aa (k) -Pxe (k|k) -AT (k)
mit Pxe und Px aus (4.3.6)

Pq{k+l|k)
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Aus  (4.3.8) erhdlt man folgende Gleichungen fiir die vom Algorithmus

berechneten Matrizen:

(4.3.11) P(0|-1)
P(0]0)
Fir k20:
P(k+1]k+1)= n(k+1|k)-P{klk)-nT{k+1|k) + K(k+1) -R(k+1) -KT (k+1)
+ [I-K(k+1)-H(k+1)]-G(k) -Q(k) -GT (k) - [T-K(k+1) -H(k+1)]7
P(k+1|k)= 8(k+1|k)-P[k]k—l}'GT(k+1]k}
+ G(k)-Q(k)-GT(k) + A(k) -K(k)-R(k) -KT (k) -AT (k)

P(0)
[I-K(O0) -H(0)1-P(0)-[I-K(0)-H(0)]T + K(0)-R(0)-KT(0)

Damit und mit (4.3.7) erhalt man folgende Gleichungen:

(4.3.12) Direkte Rekursionsgleichungen flir die Matrizendifferenzen

1

(a) Mit I'(k) Ag (k) = K(k+1)-[Hu(k+1) -Aw(l)-H(k+1)-A(k)]

D(k) I-K(k) -H(k)

Dw (k) I-K(k) -Hy(k) gilt:
Pa(0|0) = Dw(0) -Px (0)-DuT(0) - D(0)-P(0) -DT(0) + K(O) -Ra(0)-K(0)
Fur k20:
Pa (k+1|k+1) = n[k+l,k)'Pd{k‘k}'nT{k+l,k}
['(k)-Pe(k)-TT(k) + K(k+1) -Ra(k+1) -KT (k+1)
D (k+1) -Gw (k) -Quw (k) -GwT (k) -DuT (k+1)
D(k+1)-G{k) -Q(k) -G (k) -D7 (k+1)

+ [(k) -Pxe (k|k) -nT (k+l,k) + m(k+1,k) -Pre™ (k|k) -7 (k)

wobei Py und Pxe wie in (4.3.7)(a)

I

I

+ o+

(b) Mit Q(k) := Aa(k) - A(k)-K(k) -Ha (k) gilt:
Pa(0|*1} = Pa(0) := Px(0) - P(O)
Fur k=z0:

Pa (k+1|k)

B(k+l,k) -Pa(k|k-1)-87 (k+1,k)

Q(k) -Px (k) -QT (k)

Q(k) -Pxe (k|k-1)-0T (kt1,k) + B(k+1,k) -PxeT(k|k-1)-QT (k)
Qa (k) + A(k)-K(k)-Ra(k) K (k) -AT (k)

wobei Px und Pxe wie in (4.3.7)(Db)

+ o+ o+

Bisher wurden lediglich Rekursionsgleichungen fiir die "wahren" Fehler-
kovarianzen bzw. fur deren Differenzen zu den berechneten Kovarianzma-
trizen hergeleitet. Diese bilden im konkreten Fall ein Basis flr eine
Fehleranalyse. Bevor allgemeine qualitative Aussagen gemacht werden,
soll die Reihe der Gleichungen noch fur den Fall Ha(k)=0 fir alle k20,
d.h. keine Fehler in der Mefmatrix, fortgesetzt werden, da sich die

Gleichungen in diesem Fall sehr vereinfachen.
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(4.3.13) Rekursionsgleichungen fir die Differenzen der Fehler-

kovarianzmatrizen fir den Fall Hq (lt)=0 fiir alle k>0
Es sei D(k) := T-K(k)-H(k) fir k20

(a) Pa(0|-1) = Pq(0)

Pye (0]0) = P (0)-DT (0)

Fur k=0 :

Pa (k| k) = D(k) -Pa(k|k-1)-DT (k) + K(k) -Ra (k) -KT (k)

Pa (k+1|k) = A(k) -Pa(k|k) -AT (k) + Aa (k) -Px(k)-AaT (k) + Qa (k)

+ Alk) -PxeT(k|k)-AaT (k) + Aq (k) -Pxe (k|k) -AT (k)
Pye (k+1|k+1) = Aw (k) -Pxe (It k) -7 (k+1,k)

+ Aw{k) -Px (k) -AqT (k) -DT (k+1)

+ Gw(k) Qu(k) -GuT (k) -DT (k+1)
Px (k+1) = Aw(k) -Px (k) -AwT (k) + Guw(k)-Quw(k)-GuT (k)

(b) Sei C(i) := K(i+l)-Ra(i+1)-K"(i+1) + D(i+1)-Qa(i)-DT(i+1)
+ D(i+l) -Aa(i) -Pxe(i|1) -nT(i+1,1)
+ m(i+1,1) PxeT (i|1) -AaT (i) -DT(i+1)
+ D(i+1) -Aa (i) -Px(i)-AaT(i)-DT(i+1)
Pa(0|0) = D(0)-Pa(0)-DT(0) + K(0)-Ra(0) KT(0)
Fir k20: ,
Ph(k+1|k+1} = n(k+1,k) -Pa(k|k) -n7 (k+1,k) + C(k)

K
= n[k+1,0}-Ph(0|0}‘nT(k+l,0) + L mlk+1,i+1)-C(i) -n"(k+1,i+1)
i=0

wobei Py und Pxe wie in Teil (a)
(c) Sei

F(i) = Qa{(i) + A(1)-K(i)-Ra(i)-KT(i)-AT(i) + Aa(i)-Px{i)-Aa" (i)
+ Aa(i)-Pxe(i|i-1)-8T(i+1,1) + 8(i+1,1i) -PxeT(i|i-1)-AaT (i)

Pa(0|-1) = Pa(0)
Pxe(ol_l) = Px (0)
Fur k20:
Pd(k+1|k) = 8{k+1,k]-Pd{k'k—l}‘HT(k+1,k) + F(k)
k
= 0(k+1,0)-Pa(0)-0T(k+1,0) + £ 6(k+1,i+1)-F(1)-07(k+1,i+1)
i=0

Pxe (k+1]|k) = Aw(k) -Pxe (k|k-1)-07T (k+1,k)
+ Aw(k) -Px (k) -AaT (k) + Gw(k)-Quw(k) -GuT (k)
Py (k+1) = Aw(k) -Px (k) -AuT (k) + Guw(k)-Qu(k) -GwT (k)

Ist zusitzlich Aq(k)=0 fiir k20, d.h. es werden nur Fehler in den
Kovarianzmatrizen Pa(0), Qa(k) und Pg(k) betrachtet (ca(k) spielt, wie
aus (4.3.3)-(4.3.12) zu sehen ist, bei den Fehlerkovarianzmatrizen

keine Rolle. ca(k) wirkt sich nur als deterministische Grofle auf den
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Ervartungswert des Fehlers aus), so vereinfachen sich die Gleichungen

aus (4.3.13) weiter:

(1.3.14) Rekursionsgleichungen fir die Differenzen der Fehlerkova-

rianzmatrizen fir den Fall Ad (k)=0, Ha(k)=0 fir alle k20

Es sei D(k) IT-K(k) -H{(k) fur k20

{a) PH(0|—11 = Pa(0)
Flir k20 :
Pa(k|l{] = D{k)-Pq ['k|li—1)'DT(l{) + K(k) ‘Ra (k) -KT (k)

Pd(k+1|k) A{k}-Pd{k!k)-AT(k) + Qa (k)

(b) Sei C(i) := K(i+1)-Ra(i+1)-KV(i+1) 4 D(i+1) -Qa(i)-DT(i+1)
Pa(0]0) = D(0)-Pa(0)-D(0) + K(0)-Ra(0)-K'(0)
Fir kz0:
Pa(kt1[k+1) = n(k+1,k) -Pa(le|k) 2" (k+1,k) + Clk)

k
ﬂ{k+l,0}-Pd(0|0)-nT{k+1,0) + 5 om(k+1,i+1)-C(i) -nT(k+1,i+1)

i=0

(c) Sei
F(i) Qa(i) + A{1i)-K(i)-Ra(i)-KV(i)-AT(i)
Pg(0|—1} = Pa(0)

Fiir k>0:
Pd{k+1[k) = 8(k+1,k}‘Pq{k|k~1)-BT(k+1,k} + F(k)

k
= 6(k+1,0) -Pa(0)-87(k+1,0) + & B(k+1,i+1) -F(i)-07 (k+1,i+1)
i=o0

Wahrend es schwierig ist aus den vorigen Gleichungen allgemeine
qualitative Schlisse zu 2ziehen, kann man aus den Gleichungen (4.3.14)

sofort folgendes erlkennen:

Fir symmetrische Matrizen sei die Halbordnung
A<B :!<=> B-A positiv semidefinit

eingefihrt. Damit gilt (vgl. dazu auch Jazwinski (/10/,Kap.7.8)

(4.3.15) Es sei Ha(k)=0 und A4 (k)=0 fiir alle k20.
Gilt ferner Pqa(0)<0, Qa(k)<0 und Pa(k)<0 fiir k>0,
so gilt fir alle k20:
Pa(k|k-1) €0, d.h. Pu(k|k-1) < P(k|k-1)
Pa(k|k) <0, d.h. Pu(k|k) < P(k|k)
Insbesondere gilt auch fiir alle k20:
Spur(Pw(klk—lJ) < Spur[P(klk—l))
Spur{Pw(klk) < Spur[P{k|ki)

A
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und fir die Diagonalelemente, d.h. die Varianzen der
einzelnen Fehlerkomponenten:
(pW(]\'lk“-l”ii < {P(l(lli-l)}ji
(Pu(k[k))ii < (P(k|k) )i fir 1<i<n

Beweis: Direkte Folgerung aus (4.3.14)

Die Bemerkung (4.3.15) besagt, daB die wahren Fehlerkovarianzmatrizen
nicht gréfer sind als die vom Filter-Algorithmus berechneten Matrizen,
falls man die Kovarianzmatrizen P(0), Q(k) und P(k) des Modells "grop

genug" withlt und keine Fehler in den Matrizen H und A auftreten.
Weiter kann man aus (4.3.1.4) folgende Abschatzungen ableiten:

(4.3.16) Es sei Hg(k)=0 und Aq(k)=0 fiir alle k0.
Sei ferner H'" irgendeine Matrixnorm. Dann gilt:

(3) [Pa(0[0)] < [D(O)|-[DT ()] -[Pa 0} + [K(O)| KT (0} -[a (0)]
Fir k21 ist:
]HPw(k|k)" - “P{k|k)"] < " Pw(k|k} - P(k|k} " < 8y (k)
wobeil &; (k):= "n{k,U)"-"nT{k,O)"-"Pa(O|O}H
k-1
+ T x4 1) T (k, it 1) | - fC(1 |
i=0
mit C(i) := K(i+1) -Ra(i+1) -KT(i+1) + D(i+1) -Qa(i)-DT(i+1)
(b) Fir k20 ist:
|“Pw(k|k—]J" - "P{k[k—l}ﬂ| < " Pw(k|k~1) - P{klk—l) " < 8z (k)
wobel 62 (k):= “B(k,O)"'HBT(k,OIH‘KPBIOII

k-1

+ L |00, i+1)| |07 (k,i+1) | -[F(i)]]
i=0

mit F(i) Qa(i) + A(1)-K(i)-Ra(i) -KT(i)-Ar(i)

Beweis: (a) Mit "A-B" < 1AL -8l
[A+8] < [A]+}3]
folgt "Pd(k|k)" < 6; (k) fir k21 und die Abschatzung fur
HPG{O|O)" sofort aus (4.3.14)(b).
Wegen |“A"—"B"| < UA~B“ folgt damit auch die Ungleichung
far ||Pw(k|k)| - |P(k|k)|]-

({b) analog
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Damit hat man Abschitzungen fir die wahren Fehlerkovarianzmatrizen,
bei  denen man aufer den Modellparametern nur Abschidtzungen fiir
"Pq{O)", "Qd(k)" und “Rd(k)u bendtigt.. Auch wenn man die wirklichen
Werte Puw(0), Qw(k) wund Rw(k) nicht kennt, so hat man jedoch eher eine
Abschiatzung fir die Abweichungen dieser Matrizen von den benutzten

Modellparametern P(0), Q(k) und R(k) zur Verfigung.

Bei der Herleitung des HKalman-Filters wurde Spur(P(k|kJ) als
Gutekriterium herangezogen. Deshalb soll nun noch eine entsprechende

Abschatzung fUr Spur(Pw{k|kJ) angegeben werden:

(4.3.17) Es sei Hg(k)=0 und Agq(k)=0 fiir alle k20.
Ferner sei filir eine n¥n-Matrix M

n 3
L (mi; )2z )
1 5-=1

1=

IMpe 1=

1

"

Dann gilt:

(a) [Pa(0]0)fe < [[D(O)|le? - ||Pa(O)]e + [K(O)e? -|Ra(O)|e
Fir kz1 ist:
jSpur{Pw{klk}) - Spur{P(k|k})| < 61 (k)
wobei 6; (k) wie in (4.3.16) mit "‘He

(b) Fir k20 ist:
| Spur (Pu (k|k-1)) - Spur(P(k|k-1))| < 62 (k)
wobei 8; (k) wie in (4.3.16) mit “-"e

Beweis: Es gilt fur n¥m-Matrix A und m¥m-Matrix B:
m m
b L aik-bkr -ail

1 1=1 k=1

Spur(A-B-AT) =

|
nopqe

m m n
= £ E (Z axk-ai ) bk
1=1 k=1 =1
m m
= L (AT -A)k1 -bia
=1 K=1

V(AT -A)T -V(B)
wobei V(C) = (m¥m)-Matrix C aufgefapt als Vektor
aus dem Rm#m  wobei die Spalten

von C untereinandergereiht werden.

Damit ‘Spur(A-B-AT)t < uV{AT-A]"e'"V(BJ"e = “AT'A“e‘"B"e
Da ferner Spur(A+B) = Spur(A)+Spur(B) fir n¥*n-Matrizen A,B

gilt, folgen (a) und (b) aus (4.3.14)(b) und (c).
z.B.: |Spur(Pd[k|k}| < [Spur{n{k,ﬁ)-Pd{0|0}-nT(k,U))|
k-1
+ & |Spur(m(k,i+l) -C(1) -n"(k,i+l1))|

i=0
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In dieser Richtung kbnnte man noch viele weitere Uberlegungen
anstellen, wie zum Beispiel analoge Aussagen zu (4.2.4) oder analoge
Aussagen zu (4.3.13)-(4.3.17) fiir den Fall, daB keine Fehler in den
Kovarianzmatrizen des Modells vorhanden sind. Darauf soll jedoch hier

verzichtet werden.

Zum Schluf dieses Abschnitts und im ndchsten Abschnitt werden noch
zwel andere Ansatze im Hinblick auf die Untersuchung der Auswirkung

von Modellfehlern geveigt.

Statt der bisher betriebenen Differenzenbetrachtung kann man auch die
Ableitungen der Fehlererwartungswerte und Fehlerkovarianzmatrizen nach
den Modellparametern untersuchen. Im folgenden werden nur die
Ableitungen der Fehlerkovarianzmatrizen betrachtet, die Betrachtung

fiir die Erwartungswerte lauft analog.

Die hier hergeleitete Gleichung ist auch bei Griffin,Sage (/8/) =zu
finden, wird dort allerdings ohne Herleitung angegeben. Jazwinski
vermatet, daB die wvon Griffin,Sage gegebene Gleichung fehlerhaft sei
(vgl./10/,8.247).

Ableitungen der Fehlerkovarianzen nach den Modellparametern fir den

zeitinvarianten Fall

Sowohl die Modellparameter als auch die Systemparameter seien zeitin-
variant. In den Gleichungen (4.3.7) treten die Parameter Ay, Hw,

Px(0), Rw, Qv auf (Gy=I angenommen).
Diese werden zusammengefapft zu T = (Aw,Hw,Px(0),Rw,Qw)
To = (A,H,Px(0),R,Q) sind die entsprechenden Parameter des Modells.

Pw(k|k} wird nun in Abhingigkeit von T betrachtet. Dazu sei folgende

Definition getroffen:
P(T,k) := Pu(k|k)
Aus der bisherigen Dislkussion folgt:
P(To ,k) = P(k[k) = vom Filter berechnete Fehlerkovarianzmatrix

Die Frage ist nun, wie (infinitesimal) kleine Abweichungen des Systems

vom Modell auf die Fehlerkovarianzmatrix wirken, d.h. gesucht ist:

% P(T, k) |T=T0 wobei T ein Parameter aus T ist

ot Bk .I.LI i bl 4
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T wird dabei aufgefafit als eine 1-dimensionale Variable, wobei 1 von

den Dimensionen der Matrizen Aw,Hw,Px (0),Rw,Qu abhangt.

Man koénnte sich natiirlich auch fragen, wie sich kleine Abweichungen
des Modells vom Systems auswirken. Dies wiirde in den obigen

Bezeichnungen eine Rollenvertauschung von T und Ty bedeuten, d.h.:

To = Systemparameter (=fest.)

T Modellparameter (=zvariabel)

Die Schwierigkeit in dieser Betrachtungsweise liegt allerdings darin,
das man in dieser Situation die festen Werte To nicht kennt und somit
auch die auftretenden Funktionen nicht an der Stelle Ty auswerten

kann.

Im folgenden werden also die obigen Ableitungen fiir

1

To
T

Modellparameter (=fest)

Systemparameter (=variabel)
berechnet. Dazu bendtigt man folgende allgemeine Bemerkung:

(4.3.18) Sei To = (T1%,...,Ttn%) € RN
Es seien A : RV -> M(n,k) (Menge der nik-Matrizen)
B : RV -> M(k,1)
(komponentenweise) differenzierbare Funktionen.
Dann gilt fiir die partiellen Ableitungen:
L [A(T) -B(T) ] [r=10 = (%A(T)|r=70) -B(To) + A(To)-(%B(T)|1-10)

Die Grofen in (4.3.7)(a) werden nun in Abhéngigkeit von T betrachtet:

r'(T,k) = I'(k) = (I-K(k+1)-Hw) - -Aw - (I-K(k+1)-H)-A
D{T)k} = Dw(k) = I"K(k)“w
Pxe(T,k} = Pxe(klk)

Py (T,k) := Px(k)

Beachtet man nun, daf

0 fir alle k
P(To ,k) = P(kik)

F(TO ak)
Pxe {Tﬂ ;k)

"

so folgt aus (4.3.7)(a) und (4.3.18)
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(4.3.19) Es sei t ein Parameter aus T. Dann gilt:

2ePT ket 1) [1am0 = w1, k) - (% P(T, k) 1270 ) -7 (ke 1, k)

+ K(k+1) - (%7Ru (k+1) [1=70 ) -KT (k+1)

(%D(T,k+1) [t=70) -Q(k) DT (To , k+1)
D{(To ,k+1) '(%!Qu(kll'l“:'ro }-DT(To ,k+1)
+ D(’I‘g,l{+1}AQ{I{)-(%cD{T,k+1J|T:Tn )T
+ (%VF(T,k]IT=To)-P{klk)-nT{k+1,k)
+ itk Pk ([Kk) - (% (T, k) [r=r0)7

+ o+

Dies sind dieselben (ileichungen wie in (/8/).
Als Beispiel sei die Ableitung flr t=(Aw )i ; berechnet.

Fir diesen Fall gilt:

f)é;Rw“{*I-l]IT:To) =0
{‘id'rDIT.i{+l)|T=Tu] =0
t%wi(k][T;TO) =0

(I-K(k+1) -H) -E;

{%?F(T.k}|r:Tu)

0 - 0
mit Eij; = | ¢ 1 | &i-tefeile
0 - 0
f
i-te Jeile

Somit gilt:

(% P(T k1) |r-10) = n(kt1,k) - (%eP(T,k) [r=10) 7T (kt1,k)
+ (T-K(k+1) -H) -Ei 5 -P(k|k) -x7 (k+1,k)
+ m(kt1,k) P|k) - ((T-K(k+ 1) -H) -Ei )T

= n(k+1l,k) - (% P(T,k”"r:"ro)'Tr.T{lt+1,kl
+ (1-K(k+1)-H)-M(k) - (I-K(k+1) -H)T
mit M(k) = Ei; -P(k|k)-AT + A-P(k|k)-Ei;T
= Ej -{A-P“{[k)) + (A-P(k)K))-E;;
= {0,...,0,{A‘P(k|k}]j,0,.-.,0)T + {O,...,O,fA-P{klk)}j.0....,01

i-te Zeile i-te Spalte

wobei (A‘P[klk})j Jj-te Spalte von A-P(k|k)
A-(P(k|k)}j

wobei (P(k|k)); = j-te Spalte von P(k|k)

Dies Lkann man analog fiir alle anderen =t€T herleiten. Damit kann man
berechnen, wie stark sich kleine Abweichungen des Systems vom Modell
auf die Fehlerkovarianzmatrizen auswirken. Der Aufwand daflr ist

Jedoch hoch:

TR LR i ibauli




1 1)1 T Y R

—92_

Zu  jedem Parameter t€l muB die aktuelle Fassung ( P(T,k)|r=10) ge-
speichert werden. Dies sind jeweils (n¥n)-Matrizen. Das heifit, dap
allein fiir alle 1 = (Au)ij n? solcher (nkn)-Matrizen gespeichert
werden milssen (Man kann allerdings zur Speicherung die Symmetrie der
Matrizen ausnutzen). Auch der Zeitbedarf der einzelnen Aktualisie-

rungen ist entsprechend hoch.

Aus diesem Grund wiren qualitative Aussagen interessant, die man mit
Hilfe von (4.3.19) erhalten konnte.

In diesem Abschnitt wurde die Kovarianzmatrix des wahren Schatzfehlers
behandelt. Sie wurde hauptséchlich mit der berechneten Kovarianzmatrix
verglichen wund zwar unter dem Aspekt, inwieweit man sich auf die
Aussagen des Filters iiber die "Grope" des Fehlers verlassen kann.
Dabei wurden nur unbedingte Kovarianzmatrizen und Erwartungswerte
betrachtet. Zum Schlufi dieses Abschnitts seien diese Grofen
(Erwartungswert und Kovarianzmatrizen) noch fiir das Beispiel (4.2.6)

in einem Bild dargestelll und zwar in Form von Konfidenzellipsoiden.

Im Falle von Normalverteilungen ist der Fehler e(k|k) normalverteilt
mit Verteilung N(E(k|k),Pw(k|k)J.

.;.;.u-lx.;ii.h&hu.lii..nh-. i
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Das folgende Bild zeigt:
+ den wahren Zustand x (k)
X den gefilterten Wert x{k[k)
D die zu P(k|k) gehorige 95%-Ellipse um x(k|k)
o den Wert x(k|k) korrigiert um E{k[k)

-~ .

. o die zu Pu(k|k) gehorige 95%-Ellipse um x(k|k)+e{k{k]

Dabei kann man sehr gut erkennen, wie stark die wahre Ellipse von der
berechneten abweicht:
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Weiteres Beispiel:

n=2, m=2 .
1.1 0.0 1 0]
System : xw(k+l)= Xwlk) + wu(k) , Qu(k) =
0.2 0.9 0 1
1 1 1 0
ywik) = Xwik) + vw(k) » Rwlk) =
1 -1 0 1]
(1 0]
E{xw(0)} = (1,1)7 y covixw(0)} =
0 1
11 i
Modell : wie System aufier H =
0 1

Das folgende Bild zeigt wieder die entsprechenden Ellipsen. Die Sym-
bole sind wie im letzten Beispiel zu verstehen. In diesem Beispiel ist

auch eine leichte Drehung die Hauptachsen der Ellipsen zu erkennen.
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4.4 Bedingte Erwartungswerte und bedingte Kovarianzmatrizen

In  den vorhergehenden Abschnitten wurden die unbedingten statistischen
Groflen  der wahren Fehlerprozesse betrachtet. Vor allem, wenn man sich
die Bilder zum Ende des lelzten Abschnitts anschaut, stellt sich die
Frage, ob dies auch die vrichtigen charakteristischen Groflen sind.
Daher soll hier noch auf die bedingten Erwartungswerte und Kovarianz—

matrizen eingegangen werden.

(4.4.1) Die dem System (4.1.1) zugrunde liegenden Prozesse ww(k),
v (k) und xw(0) seien normalverteilt. Mit den Bezeichnun-

gen der vorhergehenden Abschnitte 4.1-4.3 gilt dann:

(a) Die bedingte Verteilung von e{k|k~]) gegeben Yu[0,k-1]
ist N((x“{k|k—1]-x(k|k~l}},¥”(k|k-1}), d.h.
E{e{k|k~1}|Yw[D,k—1]} = x°fk|k—1)—x(k|k~1}
covie(k|k-1)|Yu[0,k-1]} Po (k|k-1)

{(b) Die bedingte Verteilung von e(k|k) gegeben Yw[0,k]
ist N({xO{k|k)-x{k|kJ},E*{k[k]}, d.h.
E{e(k|l) | Yu[0,k1} = xo (k|k)-x(k|k)
cov{e(l{|k)|Yu[0,k]} = P°(lt|k}

(c) Die bedingte Verteilung von d(k) gegeben Yw[0,k-1]
ist N((y“{k[k—l)—y(k|k—1]},Pd°(k|k—1}), d.h.
E{d(k)|Yw[0,k-1]} = yﬂ(k|k—1}hy{k|k—1)
cov{d(k)[Yw[O,k—l]} = Pa°(k|k—1}

Beweis: (b) e{k‘k) = xw(k) - x(k|k) und Yu[0,k] sind gemeinsam
normalverteilt, da x{k‘k) affin in Yw([0,k] ist.
Damit ist auch (vgl.(2.3.1)) die bedingte Verteilung

von e{k[k) gegeben Y.[0,k] eine Normalverteilung.

Ef{e(k|k)|Yw[0,k]} E{xu(k)—x(k|k)|Yw[0,k]}
E{xw(k)|Yw[O0,k]}-E{x(k|k)|Yw[0,k]}
xﬂ(k|k}~x{k{k)

wegen (3.1.40) und

wegen der o(Yw[0,k])-Mebarkeit von x(k|k)

1"

cov{e{k|k]|Yw{0,k}}
= E{ (e(k|k)-E{e(k|k)|Yw[0,k]})? |Yw[O,k]}
= E{ (xw(k)-x° (k|k))? |Yw([O,k]}
= cov{ e°(k|k} IYw[O,k]}
= cov{ e° (k|k) } wegen (3.1.40)
= Po (k|k)

T T . Ll bbbl s bt
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Analog (a) und (b)

Bemerkungen:

(a) Die bedingten Kovarianzmatrizen sind somit unabhingig vom be-

nutzten Modell. Sie hingen nur vom betrachteten System ab. Die
vom Filter berechneten Kovarianzmatrizen sind unabhangig vom
System, sie hangen nur vom benutzten Modell ab. Fur den Fall
Modell = System besteht natiirlich auch bei den Kovarianzmatri-

zen Gleichheit.,

So ist. zum Beispiel Pe (Ik]k) die Losung der zum System gehéren-
den Riccati-Gleichung (vgl. (3.1.45)), wihrend P(k|k} die Lo-
sung der Riccati-Gleichung mit den Modellparametern ist. Ein
Vergleich von Pe !k‘k} und P{l(|k) fihrt somit auf die Untersu-
chung der Empfindlichkeit der Ricecati-Gleichung gegeniiber

Parameteranderungen.

Die einzige Grofe, die bei der bedingten Verteilung der wahren
Schétzfehler vom Modell abhingt, ist der bedingte Erwartungs
wert. Dieser ist gerade die Differenz zwischen optimalen
Schatzer und errechnetem Schatzer. Diese Differenz kann man
natirlich nicht ohne Kenntnis des Systems nicht berechnen, was
aber nicht. bedeutel, daBl man keine (qualitativen) Aussagen
tiber diesen Erwartungswert herleiten kann. Dies wire ein Aus-

gangspunkt fir weitere Untoersuchungen.
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Anhang A: Pseudoinverse einer Matrix

In diesem Abschnitt soll der Begriff der Inversen einer Matrix auf
nicht quadratische bzw. singulidre Matrizen veral lgemeinert werden. Die
Eigenschaften der sogenannten Pseudoinversen werden Jedoch  nur
zitiert, nicht bewiesen. Fiur die Beweise und eine ausfiihrliche

Darstellung sei auf Albert (/2/) verwiesen.

(Al) TFir eine n¥m-Matrix A existiert stets
At = 1im (AT -A 4+ §2 -T)-1 -AT
L-30

= Llim AT - (A-AT + 52 -1)-1
-0

(A2Z) Die Matrix A* aus (Al) heift Pseudoinverse (verallgemeinerte
Inverse oder auch Moore-Penrose-Inverse) der Matrix A.

A* ist eine min-Matrix.
Eine aquivalente Definition ist durch folgenden Satz gegeben:

(A3) Fir eine n¥m-Matrix A und eine m¥n-Matrix B gilt B=A* genau
dann, wenn: (1) A-B und B-A sind symmetrisch
(2) A-B-A = A
{3) B-A-B = B

il

Dadurch ist eine einfache Charakterisierung der Pseudoinversen einer
Matrix gegeben. Durch Nachpriifen dieser drei Bedingungen kann man

leicht  zeigen, ob  eine vorgegebene Matrix B die Pseudoinverse von A

ist.
Beispiele:
Al 0
(Ad) Sei A = Az , wobel A; eine n; ¥m; -Matrix ist.
0 “Ar
r r
A ist somit eine nim-Matrix mit n = N o, m= ¥ om
i=1 i=1
At 0
Es gilt: A* = At
0 At

{A5) Sei A = a € R, d.h. n=m=1.

1/a falls a + 0
Dann gilt: at = {

0 falls a =0

R R e s i
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{AB) | 0 1 0
DI:[ ] 1132=|: } y €40

D“:[I 0]’Dz+:|:1 0] ’E+0

0 1/e

An den beiden letzten Beispielen erkennt man die leider sehr starke
Unstetigkeit der Abbildung A — At. Dies fihrt zu groflen Problemen bei
Rundungsfehlern. Fiir Verfahren zur Berechnung der Pseudoinversen sei
auf Albert (/2/,Kap.V} verwiesen.

Zum  SchluBl wird noch cine IListe von Eigenschaften der Pseudoinversen

aufgefithrt:
(A1) FEigenschaften der Pseudoinversen

(1) Sei beRr, A eine n¥m-Matrix und || ||1. die euklidische Norm auf
dem Rk,
Dann gilt fiar xeo := At-b € Rm
(i) |b-A-Xo|m < |b-A-x||m flr alle xeR®
(i1) Sei x1€R™ mit |b-A-xi|m = |b-A-%Xo|m, so gilt ||Xo|m < |[X1|m

(2) Sei A eine n¥m-Matrix mit
Bild(A) = { yeR“| es gibt ein xeRm mit y=A-x }
Kern(A) = { .\:ER“'| A-x=0 }
Weiter sei xeR® und yeR". Dann gilt:

(a) A-Ar -y ist Orthogonalprojektion von y auf Bild(A)
(b) (I-A-A*)-y ist Orthogonalprojektion von y auf Kern(AT)
{c) At -A-x ist Orthogonalprojektion von x auf Bild(AT)
(d) (I-A*-A)-x ist Orthogonalprojektion von x auf Kern(A)

(3) (a) Ist A quadratisch und regular, so ist A* = A-1,
(b) Hat A maximalen Zeilenrang, so ist A* = AT -(A-AT)-1
(¢) Hat A maximalen Spaltenrang, so ist At = (AT-A)-1-AT
(d) Allgemein gilt: At = (AT -A)t -AT
= AT - (A-AT )+

(4) (a) (A+)? A
(b) (AT)t = (A*)T
{(c) (AT-A)r = At -(AT)+ , (A-AT )+ = (AT )+ -A¢
(d) Bild(At) = Bild (At -A) = Bild(AT)
kern(A) = Kern (A* -A) = Kern( (AT -A)*)
(e) Ist A symmetrisch, so gilt A-At = At -A

B o e R YR R PR PSR OO
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Anhang B: Ausgeartete Normalverteilungen und Konfidenzbereiche fir

mehrdimensionale Normalverteilungen

Sei x ein n-dimensionaler normalverteilter Zufallsvektor aul einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q,A,P) mit:
E{x} = p € Rn
cov{x} = I' , wobei I" eine positiv semidefinite n¥n-Matrix
mit Rang(l’) = r £ n ist.
Der Zufallsvektor x ist also N(u,l)-verteilt.

N(p,I') heifft ausgeartete Normalverteilung, falls rang(l') = r < n.
Andernfalls, d.h. rang(l') = n, heifit N(p,I') nicht ausgeartete, bzw.
regulare Normalverteilung.

Zur Vereinfachung der Schreibweise wird im folgenden z := x - p
betrachtet. Der Zufallsvektor z ist dann N(0,I')-verteilt.

Ist rang(l’) = r, so besitzt 2z, wie die folgenden Satze zeigen werden,
auf einem r-dimensionalen Teilraum U des R" eine reguldre Normalver-
teilung. Man kann z transformieren in eine r-dimensionalen stochasti-
schen Anteil und einen (n-r)-dimensionalen deterministischen Anteil

(reprasentiert durch die Projeklion auf den Teilraum U).

(Bl1) Satz: Sei I' eine posiliv semidefinite n¥n-Matrix mit Rang r und
D=diag(ti,...,tn) eine n¥n-Diagonalmatrix mit den Eigen-
werten von I' in der Diagonalen, wobei 11>0,...,t>0.
Weiter sei De=diag(ti,...,7c) die linke obere r¥r-Teil-

matrix von D.

(a) Dann gibt es eine orthogonale n¥n-Matrix S = (Sp|SN],
wobei Sp ecine n¥r-Matrix mit rang(Se) = r und
Sy eine n¥(n-r)-Matrix mit rang(Sy) = n-r ist, sodal
(1) T = S-D-ST = Sp-Dp -SpT
(2) D =S8T-'-S, Dp = SeT-T-Sp
(3) Die Pseudoinverse von I' ist
[t = 5-DF-ST = Sp-Dp-1 -5pT

(b) Eine n¥n-Matrix S = (Sp|SN} erfillt genau dann die

Bedingungen von Teil (a), wenn gilt:

(1) Die Spalten von Sp bilden eine Orthonormalbasis
von (Kern(Il') )4, bestehend aus Eigenvektoren zu
den positiven Eigenwerten ti1,...,tr von [.

(2) Die Spalten von Sy bilden eine Orthonormalbasis
von Kern(I'), bestehend aus Eigenvektoren zum

Eigenwert 0 von [.

T R T



~100-

(wegen (1) und (2) bilden dann die Spalten von S eine

ONB des Rr bestehend aus Eigenvektoren von ')
(¢) Rern(l) = Kern(SeT) = Kern(I')

Boeweis:
(a) Ein Satz aus der linearen Algebra iiber die Diagonalisierung
svimmetrischer Matrizen besagl gerade:
Es gibt eine orthogonale n¥n-Matrix S mit
r =SD-ST und D = §T-T-S

De 0

Wegen D o= [ ] gilt somit [ = Sp-Dp-SpT

0 0

Aus der Orthogonalitat von S folgt

SeT-Sp  SeT-Sy

In = 8§T-8 = [ ] und somit Sp? -Sp = I
ST-Sp ST -Sy

(In = n-dimensionale Einheitsmatrix)

Damit erhalt man

SepT-I'"-Sp = SpT-Sp-Dp -SpT-Sp = Dp
Somit sind nun (1) und (2) bewiesen.

Dafl Tt:= S-Dt-S die Pseudoinverse von [' ist, beweist man durch
Nachrechnen von [-TY-T =T , I'*-['-[* = I

und - = ([t-0)T , T-Tt = (C-C4)T (vgl.(A3))
abei nutzt man aus, daf3 S orthogonal ist und D* die Pseudoin-

verse von D ist.

De O Dp O
Wegen D = [ ] gilt D+t = [ ] (vegl.(Ad),(AD))
0 0 0 0

Somit ist [* = S-D*-ST = Sp-Dp-!-SpT und Teil (a) bewiesen.

(b) "=>" Sei S aus Teil (a).
Dann gilt: I'-S = S-D
und somit I'-Sp = Sp-Dp und I'-Sy = 0.
Die Spalten von Sp sind also Eigenvektoren zu den positiven
Eigenwerten ti,...,Tr von [' und die Spalten von Sy sind
Eigenvektoren zum Eigenwert 0 von ['. Wegen ST-S = I, sind
die n Spalten von S normiert und paarweise orthogonal.
Daher gelten (b)(1) und (b)(2).

PP TR ¢ s it
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"¢=" Es gelten b{1l) und b(2) mit 8§ = (SplSu].
Es folgt sofort, dal ST-S = I, und rang S = n.
Somit ist S-!' = ST und S eine orthogonale Matrix.
Auflerdem rang(Sp) = r und rang(Sy) = n-r.
Wegen der Eigenvektor-Eigenschaft der Spalten von S gilt:
'S = S-D und somit 8ST-T'-S = ST-S-D = D
und S-D-ST = [-S-8T I
Die Aufspaltung der Matrizen ergibt I' = Sp-Dp -SpT

"

und Dp = SpT-['-Sp

(c) [x = 0 <=> Sp-Dp-SpT-x = 0
{=> Dp-8pT-x = 0
=> SpT-x = 0
Analog I't -x = 0 ¢(=> SpT-x = 0

Mit Hilfe der im letzten Satz charakterisierten Matrix S soll nun der
Zufallsvektor 2z in einen Zufallsvektor mit einfacherer Struktur trans-

formiert werden. Es gilt der folgende Satz:

(B2) Satz: Sei z ein n-dimensionaler, N(0,I')-verteilter Zufallsvektor
De 0

und T, S:(SP|SN), D= [ ] wie im Satz (Bl1), insbe-

0 0
sondere rang(l)=rs<n.

Dann gelten folgende Aussagen:

(1) v:=8T-z ist ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit
Verteilung N(0O,D).
Insbesondere sind die Komponenten yi , i=1l,...,n , von ¥y

paarweise unabhangige Zufallsvariablen.

(2) yp:=SpT -z ist ein r-dimensionaler Zufallsvektor mit
einer regulédren Normalverteilung N(O0,Dp).
v :=SkT -z ist ein (n-r)-dimensionaler Zufallsvektor mit
Verteilung N(0,0), d.h. es gilt:
P{ze[Kern(I') ]+) = P{zeBild(l)}

P{SxT-2 = 0}

P{z = Sp-yr} = 1

1

(3) 2zt-T* -z und ypT-Dp-! -yp sind X 2-verteilte Zufalls-
variable mit vpT -Dp-! . .yp = 2T " -2,
Sei a€(0,1) und T« das a-Fraktil der A;2-Verteilung
(d.h. sei Y 2-verteilt, so gilt P{ Stq}=l-a)

Dann gilt: P{zT-I't -z £ ta} = P{ypT-Dp~?-yp € 14a) = l-a
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Beweis: (1) ¥=8T .z ist normalverteilt mit Erwartungswert 0, da dies
auch fir z gilt,
E{y-yT} = SV -E{z-2T}-8 = 8T-r-S = D
Damit folgen die weitere Behauptung von (1) und auch die
Aussagen von (2).

2 = 8-y = Sp-yp + Sv-yn = Sp-yp P-fast sicher,

{3) Aus Satz (Bl) folgt [* = S-Dt-S8T = Sp-Dp-1-SpT
Somit gilt: =zT-T*.z = y7-ST-§-D*-ST.S.y

yr-D* -y
= }IPT .DP*I -yp

= vl .y

1/4t) 0
mit v = Dp-%-yp = [ ] "Vp
0 1/‘\;1’-(

Da v N(O,Ir)-verteilt ist, sind die Komponenten
Vi, 1i=1,...,r , unabhingige standardnormalverteilte

Zufallsvektoren.
r
vi-v = £ vi 2 ist somit X2-verteilt.
P71

Damit ist auch Teil (3) bewiesen.

Beispiel (1):

4 2
Sei n=2 und ' = [ ] y,  X=(x1,X2) sei N(O,T)-verteilt.

d-T 2
det[ ] =12 - 51t =t -(v - H)
2 1-t

5] 0
Somit ist D :[ } und r=1
0 0

Der normierte Eigenvektor zum Eigenwert 5 ist Sp=(2/45,1//5)7

Der normierte Eigenvektor zum Eigenwert 0 ist Sy=(1/45,-2//5)7

2 1 4 2
] und [* = (1/25)-[ ]

Somit ist S = {1/J5}'[
2 1

1 -2

(Kern(r))4

{6€R? | Sy -6=0} = {8€R?|61-2-62=0}
{8€R? | 6=a-Sp ,aER}

d.h. x1=2-x2 P-fast sicher

yp = SpT-x = (1/y5)-(2-x1+x2) ist N(0,5)-verteilt.

B 210 rees oo e e ST PN PR O
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Mit den Ergebnissen von Satz (B2) kénnen nun Konfidenzberciche fiir 2
konstruiert. werden.
Dabei heifit eine Teilmenge C von R" Konfidenzbereich zum Niveau a fur

ein a€(0,1), falls gilt: PlzeC} 21 -a.

Sinnvolle Konfidenzbereiche sind in den meisten Fillen solche Berei-
che, die symmetrisch zum Ursprung sind und deren Rand einen Abstand
zum  Ursprung hat, der proportional zur "Unsicherheit" (d.h. Varianz)

in der jeweiligen Richtung ist.

Ist der Rang(l)=n, so kann man C in der Form

C = {86RP| §T-r-1-§ <t} , t€ER

ansetzen. C beschreibt dann ein n-dimensionales Ellipsoid.

Ist Rang ' = r € n, so kann man allgemeiner ansetzen:
C= {6eRn| 6T-T*-6 <t} , T €ER
C beschreibt dann ein ausgeartetes Ellipsoid, das in "Richtung des
Kernes von ' nicht beschrankt ist, d.h.
Sei [ € Kern(I') => B € Kern(['t)
=> (6+s-B)T-Tt - (6+s-B) = &T-T*-§
=T
=> §+s-3 € C fir beliebiges seR"

Damit lassen sich nun Kaonfidenzellipsoide konstruieren:

(B3) Sei ae(0,1) und ta« das a-Fraktil der % 2-Verteilung.
Sei Ca = [ 8€Rn ] 8T Tt -8 £ Ta }
= { 6€R" | (ST-8)T-D*-(ST-8) < ta }
= { 6eR" | (SpT-8)T-De~!-(SpT-8) < ta }
Dann ist
Be := Ca N (Kern(I') )+
ein Konfidenzbereich fiir z zum Niveau a, d.h.
P{z€Ba}) 2 1l-a

P{ z € Ca N (Kern(I'))+ )
P{ 2z € Cq } da P{ z € (Kern(['))+ } =1

= l-a

Beweis: P{ z € Bqa }

Bemerkung:

(B4) Zur Bestimmung des Konfidenzellipsoiden muf3 also bestimmt werden:
(1) r = rang(l')
(2) I'* bzw. Sp und Dp
(3) (Kern ')t bzw, Bild(I)
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(BS5) Ca ist natiirlich auch ein Konfidenzbereich zum Niveau a. Da man
Jedoch bestrebt. ist, zu gegebenen Niveau q den Konfidenzbereich
moglichst klein zu machen, um scharfere Aussagen zu bekomnen,

wird man eher Bg wahlen.

(B6) Aus Satz (B3) erhidlt man einen Test der Hypothese
H = "z ist N{O,I')-verteilt" zum Niveau qa:
Als Verwerfungsbereich Va wihle man
Va := { z ¢ B« } mit Ba aus Satz (B3)
Dann gilt: P{Va|H} = P{ z ¢ Ba |[H} < a« nach (B3).
Der sogenannte Fehler 1.Art, namlich P{Va]H} ist also nicht
grofler als a.
Die Alternative H* = " z ist nicht N(0,[')-verteilt " ist dermaBen
allgemein, daf} man iber den Fehler 2. Art P{Vae |H*} = 1-{Va|H*}
nichts aussagen kann. Deshalb sollte der Fall, daB die Hypothese

T

nicht verworfen wird, nicht in Richtung z ist wirklich N(O,[)-
verteilt"” {berinterpretiert werden.

Man ist hier, analog zu (B5), bestrebt, bei gegebenen Niveau a
den Verwerfungshereich moglichst grofl zu wahlen. Hatte man statt
Va den Verwerfungsbereich Ve'i= ( z § Ca } Va gewdhlt, so hitte
man P{Vg’ |‘H} = P{Va|H}, aber P{Vg'c |H*} > P{Vae il—[*}.

Somit kann die Giite des Testes mit Verwerfungsbereich Vg’

hochstens genauso gut sein, wie die mit Verwerfungsbereich V,.

TSRS RN AL L ikl sl
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