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BERICHT ZUM DFG-PROJEKT (Ne 269/3-1)
"SIMULATIONSMETHODEN ZUR LOSUNG
DER BOLTZMANNGLEICHUNG"

H. Ploss

1. Einleitung

Die Kontinuumsbehandlung eines Gasflusses ist nur begriindet,
solange sein kleinstes signifikantes Volumen eine geniigend

groBe Anzahl von Molekiilen enthdlt um sinnvolle Mittelwerte

zur Bestimmung makroskopischer Gr&B8en wie Dichte, Druck oder
Temperatur bilden zu kénnen. Wenn man die Knudsenzahl Kn mittels

Kk = A - Mmittlere freie Wegldnge eines Molekiils
n D charakteristische Dimension des Gasflusses

einflihrt, kann K, << 1 als Bedingung filir die Giiltigkeit der
Kontinuumsbeschreibung angesehen werden. Bei sehr groBen Knudsen-
zahlen ndhert man sich andererseits dem freien MolekiilfluB
(collisionless or free molecule limit). Im dazwischenliegenden
Ubergangsbereich (transition regime) - die mittlere freie Weg-
léange sei also weder sehr klein noch sehr groB verglichen mit
der charakteristischen Ausdehnung des Gasflusses - wird das Ver-
halten eines Gases mit Hilfe der Boltzmanngleichung beschrieben.
Ein gasdynamisches Problem kann in den Ubergangsbereich fallen,
wenn entweder eine geringe Dichte (rarefied gas) oder eine kleine
charakteristische Dimension vorliegt. Meistens tritt der erste
Fall ein und eine typische Anwendung wdre die Aerodynamik in der
duBeren Atmosphdre. Auf den zweiten Fall st6B8t man z.B. beim
Studium der inneren Struktur von StoBwellen. Die enormen mathe-
matischen Schwierigkeiten, die mit der vollen Boltzmanngleichung
verknlipft sind, zwingen schon bei einfachsten Problemstellungen
zu Ndherungen und speziellen Annahmen. In der Literatur ausfiihr-
lich behandelt werden die
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Verfahren herangezogen werden.

Auch direkte numerische Verfahren zur L&sung der Boltzmannglei-

chung, wie endliche Differenzenformulierung, werden angewendet.

Die Nachteile dieser Verfahren, die in unkontrollierbaren Nidherungen
und/oder enormem Rechenaufwand liegen, sind so schwerwiegend,

daf die Suche nach neuen alternativen Methoden wohlbegriindet war.
Durch immer leistungsf&higere Rechenmaschinen wurde es mdglich,
Simulationsverfahren, die das Verhalten der Gase stochastisch
"nachspielen”, zu entwickeln. Dies wurde zuerst von G.A. Bird ([1],
[2]) in den 60-er Jahren realisiert, und er nannte sein Verfah-

ren "direct Monte Carlo simulation method". Dieser Birdalgorith-

mus wird bei Ingenieuraufgaben immer noch fast ausschlieBlich
verwendet [3], obwohl Koura [4] 1970, Belotserkovskiy-Yanitzkiy
[5] 1975, Deshpande [6] 1978 und Nanbu [7] 1980 theoretisch besser
begriindete Alternativen prédsentierten. Der Grund liegt darin,

daB das Birdverfahren gute Resultate im Vergleich mit Experimen-
ten liefert und vom Rechenaufwand her seinen Konkurrenten weit
liberlegen ist. Der Rechenaufwand spielt bei diesen Simulations-
rechnungen eine entscheidende Rolle und kompliziertere Probleme
konnten bisher nur mit dem Birdverfahren gerechnet werden. Nanbu
selbst greift in seiner neuesten Arbeit [8] auf den Birdalgorith-
mus zuriick. Es ist uns nun gelungen, eine Variante zum Nanbu-
algorithmus zu finden, die von der Rechenzeit her mit dem Bird-
algorithmus vergleichbar ist und den Vorteil hat, theoretisch

besser handhabbar zu sein.

Wir werden hier den Birdalgorithmus, den Nanbualgorithmus und den
modifizierten Nanbualgorithmus darstellen. Dabei folgen wir
teilweise Neunzert [9]. Anhand von zwei Beispielen werden dann

die Verfahren miteinander verglichen.



2. Grundlagen

Die folgende auf Bird zuriickgehende Vorgangsweise ist fiir das
praktische Vorgehen bei Simulationsverfahren charakteristisch.
Die simulierte Region des physikalischen Raumes wird in Zellen
eingeteilt, deren Durchmesser so gewdhlt sind, daB innerhalb
jeder Zelle der GasfluB als nahezu homogen betrachtet werden
kann. Das reale Gas wird reprdsentiert durch einige tausend Test-
teilchen, die zu Beginn gemiB einer Anfangsbedinguno verteilt
sind. Eine dem Zeitintervall At, welches klein im Vergleich zur
mittleren freien StoBSzeit eines Teilchens sein soll, entsprechen-
de Menge von St&fen wird berechnet, und die Geschwindigkeiten
der betroffenen Teilchen werden mit Hilfe des verwendeten Stof-
modells gedndert. Dabei werden alle Teilchen, die innerhalb einer
Zelle sind, ungeachtet ihrer relativen Positionen, als mdgliche
StoBpartner betrachtet. Dann werden die Teilchen gemdB ihrer Ge-
schwindigkeiten stoBfrei {iber das Zeitintervall At bewegt. Rand-
bedingungen - etwa das Auftreffen der Teilchen auf feste Kbérper -
werden geeignet berlicksichtigt. Dieser Entkopplungsvorgang

(i) StoBprozes

(ii) stoffreie molekulare Bewegung
wird fortlaufend wiederholt. Zu vorgegebenen Zeiten At =k-at
werden die Daten eingesammelt. Nach Bird kann man folgendes

schematisches FluBdiagramm fiir das Verfahren angeben:
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In [2] (p. 123) diskutiert Bird mdgliche Interpretationen der
Simulationsmethode. So kann jedes Testteilchen als Repridsentant
vieler "realer Teilchen" angesehen werden, oder man betrachtet
einen der Menge der Testteilchen entsprechenden schmalen Aus-
schnitt des Gasflusses, wobei letztere Interpretation bei drei-

dimensionalen Simulationen nicht mehr m&glich ist.

Bird entwickelte sein Verfahren auf Grund physikalischer Uber-
legungen, und seine Intention ist mehr auf die L&sung von Inge-
nieurproblemen als auf eine mathematische Fundierung seines
Algorithmus gerichtet. Die Bestdtigung fiir seine Vorgangsweise
holt sich Bird durch den Vergleich seiner Resultate mit experi-
mentellen Messungen ([10], [2]). Dieser Standpunkt ist fiir einen
Ingenieur sicher legitim, doch von mathematischer Seite ist man
am Zusammenhang der Simulationsverfahren mit der Boltzmannglei-

chung interessiert.

Wir schreiben die Boltzmanngleichung in der Form

o f
(1) T + <v,gradxf> = Jf
mit
Jf(t,x,v) = [ [ (£(t,x,v")E(t,x,w') - £(t,x,v)E(t,x,w)}0fh,9)gde dw
3.2
IR™ S

o(n,g) ist der differentielle Wirkungsquerschnitt, g=|lv-wll
v' = 20 (v+w) +gn] Fig. 2

w' = 2 (v+u) -gn]




Die Grundidee der Simulationsmethode kann man nun so formulieren:
Man konstruiere einen stochastischen ProzeB fiir ein NM-Teilchen-
system derart, daB8 die NM-Teilchenverteilung zur Zeit t "nahe"

bei der L&sung f(t,+,+) der Boltzmanngleichung ist.

stoch. ProzeB Realitdat Boltzmanngl.
NM ~ 105 NMN‘IO23 NM = o
Vergleich

Entkopplung von StoBprozeB und freier molekularer Bewegung {iber
den Zeitschritt At:

Mit (1) kobnnen wir

At At
i (ft +<v,grad f>) (t,x+tv,v)dt = [ JE(t,x+tv,v)dt ~ AtIf(0,x,V)
o) 0

schreiben. Die linke Seite 148t sich berechnen.

At At a
/ (£, +<v,grad_f>(t,x+tv,v)dt = i 3¢ f(t,x+tv,v)dt
0 0
= f(At,x+Atv,v) - £(0,x,V).
Dann folgt

f(at,x,v) » £(0,x-Atv,v) + AtJf(0,x-Atv,V).
Und mit
TE(,x,v) := £(-,x=Atv,V)
erhalten wir
f(ot,x,v) = T(1+AtJ)£(0,x,V).

Um also f(At,x,v) zu berechnen, geht man in mehreren Schritten
vor.
Der Ortsraum ist in Zellen eingeteilt,

f(0,x,v) X€C
fC(O,x,v) i= { flir jede Zelle C.
0] X gC

Die GroBe der Zellen wird so gewdhlt, daB rdumliche Homogenitdt



in jeder Zelle angenommen werden kann:

X k—ofc(o,x,v) ist konstant.

fc(o,v) := fC(O,x,v) fiir jede Zelle C

(i) Man berechne
%C(at,v) = (1+4tJ)f,(0,v) fir jede Zelle C (StoBprozes)

Das ist eine Zeitschrittapproximation fiir die ridumlich
homogene Boltzmanngleichung. Damit wird die Anderung der

Geschwindigkeiten wdhrend des Zeitintervalls At beschrieben.

T(at,x,v) = I (1+4t3) £, (0, V)
Zellen
(ii) f(at,x,v) ~ TI(At,x,v) = T(at,x-Atv,v) (stoBfreie Bewegung)
Bemerkung: Bei der Simulation mit einem NM-Teilchensystem werden

wdhrend des StoBprozesses die Positionen der Teilchen innerhalb
einer Zelle "vergessen". Bei der nachfolgenden freien Strémung

"erinnert" man sich wieder daran.

Mit Ausnahme des Schemas von Belotserkovskiy-Yanitskiy (B-Y-Schema),
das eine Random-Walk-Methode beniitzt, wird die stoBfreie Bewe-

gung bei allen Verfahren gleich gehandhabt: Alle Testteilchen
werden auf Grund ihrer Geschwindigkeiten um At+v verschoben. Unter-
schiedliche Vorgangsweisen findet man bei der Behandlung des
StoBprozesses.

Wir kldren jetzt noch einige im folgenden verwendete Schreib-

weisen.

2.1 Notationen

Die Verteilungsfunktion f sei so normiert, dag

/ [ f(t,x,v)dvdx = N, = Anzahl der Teilchen in der Zelle C

C
zelle 3 zur Zeit t gilt.

( z NC = NM)
Zellen



Dann folgt

{3fc(0,v)dv = g =i ng mit V., als dem Volumen der
IR Zelle und nc der Anzahldichte
in der Zelle.
Wir unterdriicken ab nun den Index C.

Damit gilt

n

f 1 f(Oo,v)dv = 1; d.h. % f(0,v) 1ist die Wahrscheinlichkeits-
ZR3 ' dichte im Geschwindigkeitsraum.

Wir werden Wahrscheinlichkeit oft mit W. abklirzen; W.-Dichte
bedeute Wahrscheinlichkeitsdichte, usw.

o(n,g) bezeichne den differentiellen,

o _(g9) = [ o(n,g)dw(n) den totalen Wirkungsquerschnitt fiir g.
S2
Bei Zentralkrdften zwischen den Teilchen gilt
21 W m
ch(g) = | f o(x,g)sin x dy de = 2 [ o(x,g9)sin x dx .
O O (0]
x= a(v-w,v'-w'), vgl. Fig. 2.

Die im folgenden angefiihrten GrdBen sind als Erwartungswerte,
und das Zeitintervall At ist klein gegeniiber der mittleren

freien StoBzeit eines Teilchens zu verstehen.

f(O,v)dv ist die Anzahl der Teilchen mit Geschwindigkeiten
zwischen v und v+dv pro Volumen.

Dann ist Fig. 3

f(0O,v)dv UT( Hw=vIl ) llw=v]l At

die Anzahl der St{Be eines
Teilchens der Geschwindigkeit

w mit "v-Teilchen" im Zeitinter-
vall At;

(2) q(a,w) := [ f(o,v) | oln, Il w=vil) Il w=vI|| do (n)dv
3 AnSw

r



die Anzahl der St&Be eines "w-Teilchens" pro Zeit, bei denen
die Geschwindigkeit nach dem StoB in AE§R3 liegt, wenn Sw v die
r

Sphdre mit Mittelpunkt %(w+v) und Radius %Hw-v“ bezeichne
(vgl. Fig. 2); und

(3) g(w) := q(Eﬁ W) = f(O,v)cT(H w=vlil ) Il w=vlil dv
R3
die Anzahl der St&Be eines "w-Teilchens" pro Zeit.
Flir die Anzahl der St&6Be pro Volumen und Zeit erhalten wir

1] aw(o,waw.
EQ
Der Symmetriefaktor % ist notwendig, um die St&Be nicht doppelt

zu zdhlen.

Die Gesamtzahl der St&Be in der Zelle wdhrend At ergibt sich

Z1u
Ng = At % [ a(w)f(0,w)dw
&3
= st ¥0® [ [ o (w=vll)-llw=vll -1£(0,v)- 1 (0,w) dvaw.
3 3 T n n
IR™ IR

Mit g= Il w-vIl und G (g)g := - [ [ o (g)g£f (0,v)£(0,w)dvdw
n ]R3ZR3
als dem Mittelwert von o.(g)g bezliglich der Verteilung

JE f(0,v)f(0,w) konnen wir

n
_ V 2 = .

(4) NS = At 5 D oT(g}g schreiben.

(5) atc 1= %E -2 nennen wir die mittlere freie

S DNo {9)9 5.3t zwischen zwei StéBen;

wdhrend die mittlere freie StoRzeit eines Teilchens

(6) ——
n oT(g)g

Tfrei

Wenn wir f£(0,v) durch

™M=

6(v-vj) approximieren, erhalten wir

)=

j=1

" als Ndherungen
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N
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3. Der StoBprozeB in einer Zelle

Von entscheidender Bedeutung filir die Simulationsmethode ist die
Realisierung des StoBSprozesses in einer Zelle. Darin unterschei-
den sich auch die einzelnen Verfahren.

N

Zuerst approximiere man f(0,v) durch % z G(V-Vj).
j=1

Dabei ist (v1,...,vN) eine Stichprobe fiir die W.-Dichte %f(o,v),
und gibt die Anfangsgeschwindigkeiten filir die N Testteilchen

wieder. Die Aufgabe ist nun,ein stochastisches Spiel zu konstru-
ieren, das (v1,...,vN) in (v1(At),...,vN{at)) {iberfiihrt, so daB

% z 6(v—vj(&t)) eine Approximation filir ?(at,v) ist.

3.1 Zum StoBprozef nach Bird

Bei N Teilchen in der Zelle haben wir (g) mogliche Stofpaare.
Unter der Bedingung, daB ein Stof stattfinde, setzt Bird die
Wahrscheinlichkeit pig} flir einen StoB des i-ten Teilchens mit
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dem j-ten Teilchen proportional zu UT(gij)gij mit gij== Hvi—ij
an:
(0) _
Piy = ko (955094
Aus 5 pi(c.” =1 folgt k = ! -
1si<jsn HJ r o (g9,.9
1si<jsN )71
o (g9..)g..
und damit pfq) = L) 1) .
1]
z o (g..)g,.
1si<jsy T 13 74D
Die Auswahl eines StoBpaares (2,m) - d.h. von zwei Teilchen mit

den Geschwindigkeiten v, bzw. v, - von der W.-Verteilung

{pi?); 1=sis3jsN} kann durch eine acceptance-rejection Methode
realisiert werden. Man bestimme

* .= . s .
g* 2z (o _(9)g) . max{oT(gij)gij, 1<i<j =N},

generiere eine auf [0,1] gleichverteilte Zufallszahl Re und
akzeptiere ein zufdllig herausgegriffenes Paar (%,m), wenn

GT(ng}gﬁm

g*

2 Rf erfiillt ist;

andernfalls wiederhole man den Vorgang mit einem neuen Rf, bis
ein S8toBpaar gefunden ist. Wenn (2&,m) ein akzeptiertes StoBpaar
ist, so werden die Geschwindigkeiten gemdB8 dem verwendeten StoR-
modell ersetzt:

[}
Vo T Ve

v v'
m!_+m

Nun sind wieder alle Relativgeschwindigkeiten und damit eine

(14 .

neue Verteilung {pij ;1 =1<3j<N} bekannt,und der Vorgang kann

wiederholt werden.

Wdahrend des Zeitschritts At ereignen sich im Mittel NS StoBe.

Bird bestimmt nun NS nicht nach Formel (4') - es miiBten (g)
berechnet werden (Nz—Aufwand) - sondern erhdlt

Termi oT(gij)gij

ein NS durch die Bedingung



1 2 It

NS 1
(7)
T, +t1,+...4+1 +1 =z At ; wobei

12 N.-1 W '

S S
2 .
T T NG CERL , wenn (r,s) das k-te akzeptierte StoBpaar
1'7rs’ ?rs ist

(Man vergleiche den Ausdruck fiir Ty mit der Formel (5) fiir atc.)

- sind Realisierungen von Zufallsvariablen TyreeerT
N N
S

mit folgender W.-Verteilung:

Die TqreeesT

S

2 (k=-1) i e s ~
P{T, = } = p.. ;, 121sj3<N; 1£k=N
k nNcT(gij)gij ij S
Damit ergibt sich filir den Erwartungswert von T1, wenn man
2
N N D =
(2} e gij = gji und gjj = 0 beachtet
i 2 "x (9357945
BTl = = Ig§s (g..)9. . T o (g..)g..]
T=i<j=sN T 713" 713 1si<jsN © ij’7ij
s 2 ~ At [vgl. (5")]

N
nN(—2 T o (g..)g..)
i,]

=q T4 ij

Wenn At << T ist, finden nur wenig StO8Be - im Vergleich zur

frei
Anzahl N der Teilchen - innerhalb eines Entkopplungsintervalls At

statt, und man kann annehmen, daB die Erwartungswerte der Tk's

nur wenig verschieden sind. (Es l&duft darauf hinaus, daB8 sich

z o (g,.)g.. durch StoBe der Teilchen nur wenig &ndert -

<4< T "1 "1]
1=i<j=N

z g%. ist diesbeziiglich sogar eine ErhaltungsgroBe) :

. ij
121i<j<N
(8) E[T ] ~ E[T ] ~ ot, fir 1sksNg
11 LI
NS ~
Einerseits gilt nun nach (7) At ~ -NS H
i}
S

andererseits gilt nach (5) At = At N, .
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Also wird NS durch ﬁs gut approximiert, wenn

Ta + oo + 7T
1 ~
NS
At =

Ng

gilt.

Nach (8) ist aber diese Bedingung erfilillt, wenn der Mittelwert
der freien Zeit zwischen zwei St&Ben in Bezug auf die tats&dchlich
berechneten St6B8e nahe beim Erwartungswert fiir die Zeit zwischen

zwel StoBen ist.

Der Nz—Aufwand, den Bird hiermit umgeht, tritt implizit bereits
bei der Auswahl eines StoBpaares auf. Denn bei der Bestimmung

s N
von (oT(g)g)max miiBten (2) Terme Ut(gij)gij berechnet werden und

(0 . (9)9) oy
2
Bird vermeidet den N -Aufwand auch hier, indem er ein geschdtztes

kann sich sogar bei jedem durchgefiihrten StoB &dndern.

g* vorgibt, und falls wdhrend des Programmablaufs ein

GT(g)g:>g* auftauchen sollte, ersetzt dieser Wert g* usw.. Wenn
nun g* zu groB gewdhlt wird, steigert dies den Aufwand betrdcht-
lich, ein zu kleines g* hingegen ist eine Fehlerquelle beziiglich
der Auswahl eines StoBpaares. Die Praktiker allerdings meinen
[3], daB bei jedem Simulationsproblem ein geeignetes g* widhrend

einer Adjustierungsperiode schnell gefunden wird.

Zusammenfassend kodnnen wir nun den StoBSalgorithmus nach Bird .

wie folgt beschreiben:

3.2 Der Birdalgorithmus

(1) Auswahl eines StoBpaares:
Man generiere eine Zufallszahl Rf und akzeptiere ein zufdllig
ausgewdhltes Paar (&,m) als StoBpaar, wenn
Ut(gﬁm)gﬂm
g*

2 Rf erfiillt wird.

Andernfalls wiederhole man den Auswahlvorgang.

(2) Vorrilickung des Zeitzdhlers.
(2,m) sei ein akzeptiertes Paar. Dann wird der Zeitzdhler

um den Betrag



2
T —
1 nNUT(gim)gim

vorgeriickt.

(3) Anderung der Geschwindigkeiten der stoBenden Teilchen.

_ 1 .
vy vy = gllvedvy) =negy 1l

1
] .
V_ l—v 5[(V2+vm)-+n ggm]

m

mit nEZS2 gemdB einer dem verwendeten StoBmodell entsprechen-
den Verteilung gewdhlt. Beim Hartkugelmodell z.B. ist n

gleichmdBig auf der Einheitssphdre verteilt.

(4) Die Schritte (1) (3) werden wiederholt bis die Bedingung

11-+12-+...-+T~ z At erfilillt ist.

NS

Dieser Algorithmus ist von Bird nur heuristisch begriindet. Zudem
wird der lineare Aufwand in der Teilchenzahl N durch N&herungen
erkauft, deren Auswirkungen nur schwer zu liberschauen sind. Aller-
dings sind bereits etwas kompliziertere Probleme nur auf Grund
dieses linearen Aufwands iberhaupt rechenbar, und das Birdverfah-
ren bringt Resultate, die in sehr guter Ubereinstimmung mit ge-
messenen Daten liegen. Nur ein solcher Vergleich ist m&glich,
denn bei den allermeisten Problemen gibt es keine Hoffnung auf

eine analytische L&sung der Boltzmanngleichung.

Bemerkung: Beim Studium von Bird's Buch [2] bekommt man den
Eindruck, daB ihn in entscheidendem MaBe auch die Absicht, jeden
NZ—Aufwand zu vermeiden, zu seinem Algorithmus filihrte. Wie
wichtig der lineare Aufwand ist, wurde schon betont. Zudem aber
erhdlt sein Verfahren einen interessanten "dynamischen Charakter”,
und wir neigen zur Ansicht, daB insbesondere bei verhdltnismdBig
eher eine Niherung an W

groflem At N ist als umgekehrt. In

diesem Zusaﬁmenhang ist folgender Hiiweis interessant:

Nanbu stuft in [11] den Birdalgorithmus als eine Ndherung an den
StoBalgorithmus des B-Y-Schemas ein. Sznitman konstruiert in [12]
einen stochastischen ProzeB filir ein N-Teilchensystem, dessen
Realisierung dem StoBalgorithmus des B-Y-Schemas entspricht und
dessen W.-Verteilung mit N -« gegen eine W.-Verteilung konver-

giert, deren Dichte LOsung der homogenen Boltzmanngleichung ist.
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3.3 Die Herleitung von K. Nanbu

Im Unterschied zur intuitiven Vorgangsweise bei Bird wird hier
versucht, ein Simulationsschema filir den StoB8prozeB8 aus der

homogenen Boltzmanngleichung abzuleiten. Wir verweisen auf die
Originalarbeit von Nanbu [7] und skizzieren hier nur die Vor-

gangsweise., Um

N
(9) F(at,v) = (1+4tJ) £(0,v) mit £(0,v) =§- T 6 (v-v,)
j=1
zu erhalten, wirdformal
n N n2 N
J(g X 8(v=v.)) == £ [ [ o(nggls(v'=v,)sw'=v.)=6(v-v,)s (w-v.)]
N =1 ] N% i,3=1.3 2 i j 1 3
’ IR S
n2 N
*dw(n)dw =: ¥ (S..-T.,.) berechnet,
N% i,3=1 13 1
rl2 N
Der Verlustterm —5 z Ti' l4B8t sich einfach umformen:
N™ i, j=1 J
Tij = oT(gij)gijS(v-vi) mit 955 = Hvi—vjll.
n2 N
Um den Gewinnterm —5 z Si' zu berechnen, wird
N® i,3=1 ]
1 2
Lyl

§(v) durch e approximiert.

3
(We)z

2

-Liivr—v i+ et -vsl
g(n,g)g do(n)dw .

st. .= 1 f fze
IR3S

oW

(me)

Dieser Ausdruck kann geeignet umgeformt und mit Hilfe einer

Sattelpunktmethode der lim durchgefiihrt werden. Man erhidlt
€0

. 4
S.. = 1lim s8¢, =
1] 1] g, )

1
S(Iv*Ill-=9,.)o(x,9;
cso i 2°1ij i

J

. 1
. — = - *
nmit v* = v-f(v.+vj) und X = 3((v,=-v.),v*).
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Fig. 4
vhv*

<
i
A

L...(

Das heiBt, der Beitrag, den Sij liefert, ist auf einer Sphdre
mit Mittelpunkt %(vi+vj) und Radius %gij konzentriert. Die Fla-
chendichte wird wvon U(x,gij) und damit vom verwendeten StoBmodell

bestimmt.

Einsammeln der Terme und einsetzen in (9) ergibt:

N
_n _ _ .
T(at,v) = N 151[(1 P,)8(v-v)+0,]1  mit
N
P, = At 2 ¥ 0 (g..)g
i N .=,%t 9157945
=1
o, (v) = st 2 1 s(iivxil -3, dolx,g,0) =2 I Q.. (V)
T j#i 934 J ] i I

Indem man Polarkoordinaten mit der Richtung von vi-vj als Achse

einfiihrt, dv = dv* beachtet und ||v*|| =r setzt, erhdlt man

1 1

2 .
§(r 3 gij)o(x,gij)r sin x dydedr

[ o, (mav st 40 z éj

N . g. .
ZR3 j*i 52 ij
n N
=At = X . .0 ..)sin x dxde
NI Izglj (Xr94 5 x dx
s
, N
(10) = At j§1°T(gij)gij = P,

und damit
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J TU1-P)s(v-v)+Q.(v)]dv = 1  fiir i=1,...,N.
3 i i i
R
Daraus folgt, daB % ?(At,v) eine W.-Dichte ist und eine W.-Vertei-
lung definiert, nach der v den Wert vy mit W. %(1—Pi) annehmen kann.
Daher kann man 1—Pi als W. dafiir auffassen, daR das i-te Teil-
chen wdhrend des Zeitintervalls At nicht gestoBen hat. Umgekehrt
ist dann Pi die W. filir einen StoB des i-ten Teilchens.
N n
. = I P,, i L. = = )g. .
P j=1PlJ mit Pl-_J At N cT(giJ)glj
Wir konnen nun weiters Pij als die W. fiir einen StoB zwischen
dem i-ten und dem j-ten Teilchen interpretieren.
P,. = f At Eg(x g..)g..sin y dyde
ij 2 N '2ij7 717
S
Daher ist

Ay I o(x,gij)gi_jsinxdx de U(ngi-)

N .
= . 11
_—.}_( — sin y dx de (11)

J

P..
1]

die bedingte W. dafilir, daB bei einem StoB zwischen dem i-ten und
dem j-ten Teilchen v* in der Richtung sin x dx de liegt (in Bezug

auf die Achse v,-v.).
i ]

Damit erhalten wir (in Ubereinstimmung mit der Dynamik von Zweier-

stbBen)

vi+v. v, v, 1
J—— - J = || yx]| . S R
Vb v = v =5 || v*|| «n+ 3 2[(vi+vj)+ngij]

mit n 652 gemdB der Verteilung (11) gewdhlt.

Im Hartkugelfall gilt

o(x,gi.) % d2 1
Ld = = — (d ... Durchmesser eines Teilchens) ;
o _(g,.) 2 4m
T 71ij md

das heiBt, wir haben Gleichverteilung auf der Einheitssphire.

Es fdllt auf, daB wir Qi(v) = X Qij(v) bei der Interpretation
j#i
nicht explizit verwendet haben. Wegen Pij = [ Qij(v)dv [vgl. (10)]
3
IR
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kann Qij(v) als Mag flir die Verteilung von vi nach einem Stog
des i-ten mit dem j-ten Teilchen aufgefaBt werden, und man er-

kennt leicht den Einklang mit obiger Deutung.

Bemerkungen:
(4) Nanbu gibt an, daB atn¢<Tfrei =—1 gewdhlt werden
n UT(gig
soll und damit
N
3 1 . .
P. = Atn N j§1oT(gij)gij‘<1 garantiert ist.

(ii) Es gilt Pi = Atq(vi) und

i Qi(v)dv = Atq(A;,vy) [vgl. (2') und (3")]
A
mit q(vi) und q(A,vi) aus 2.1.

(iii) Es gelten die Erhaltungsgleichungen

M(At) = M(O)
mit M(t) := [ M(v)E(v,t)dv
R3
und M(v) = 1,v oder v2.

(iv) Fir den Erwartungswert der Anzahl der StdB8e E[ST] gilt:
N N
1

E[ST] = » zpizm%ri (—12-
i=1 N° i,

[vgl. (4')]

Die Ergebnisse seiner Herleitung setzt Nanbu in folgenden Algorith-

men flir den StoBprozeB um.

3.4 Der Nanbualgorithmus

(1) Filir das i-te Teilchen mit Geschwindigkeit vy berechne man
N
= n
P; = At g j§1cr(gij)gij'

Man generiere eine Zufallszahl R € [0,1] und
Rf>-Pi (rejected) -» v! = v (also kein StoB)
wenn 1

Rf<Pi (accepted) gehe man zu (2) und anschlieBend (3).
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(2) Auswahl eines StoBpartners (j) von der bedingten W.-Vertei-

lung
{P¥ ; k=1,2,...,i-1,i+1,...,N} mit
P,
* = _1k = n
Fik =P, ' Fik TN o (g5 ) Iy
Die folgende Bedingung bestimmt (j):
31 3
1<
ki.IPik < Rg = k§1pik

mit R% als einer weiteren Zufallszahl.

(3) Nachdem der StoBpartner (j) des Teilchens (i) bekannt ist,

berechne man

_ 1
vi =3 [(vi+vj)-+ngij]

mit nEZS2 gemdB der Verteilung (11) gewdhlt.

Dieses Verfahren fiihre man fiir alle N Teilchen durch.

Die Unterschiede zur Realisierung des StoBprozesses bei Bird
fallen ins Auge. Die Wahrscheinlichkeit, ob ein Teilchen stdBt,
wird hier ohne Spezifizierung des StoBpartners bestimmt. Ein
Teilchen, das selbst nicht st&B8t, kann als StoBpartner auftreten
(dummy collision partner). Im Schritt (3) wird auch nur die neue
Geschwindigkeit des betrachteten Teilchens und nicht die seines
Partners berechnet. Das hat zur Konsequenz, daBf in Nanbu's
Schema Energie und Impuls nur mehr im Mittel erhalten bleiben;
die Korrelationen zwischen den Geschwindigkeiten aber reduziert
werden. Und wdhrend in Bird's Schema die neuen Geschwindigkeiten
nach einem Stof sofort in Kraft treten, werden sie hier abgespei-
chert, bis der komplette StoBprozeB in der Zelle beendet ist.
Der Erwartungswert der Anzahl von stoBenden Teilchen allerdings
ist bei beiden Strategien der gleiche. (Das gilt iibrigens auch

fiir die anderen hier nicht ndher diskutierten Verfahren.)

Ein schwerwiegender NachteilNdes Nanbualgorithmus ist praktischer
" _ n oL .

Natur. Es miissen P, = At & j§1GT(gij)gij fiir i=1,...,N; d.h.

sdmtliche Relativgeschwindigkeiten gij berechnet werden

(N2-Aufwand). Das bringt bei etwas komplizierterer Aufgaben-

stellung einen enormen Verbrauch an Rechenzeit mit sich. So

konnte Nanbu z.B. das Problem einer ebenen StoBfwelle nur im
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Spezialfall von Maxwellmolekiilen [cT(gij)gi ist dann unabhingig

J
von (i,j)] rechnen und keinen sinnvollen Vergleich seiner
Resultate mit Messungen durchfiihren [13].

3.5 Zur Herleitung von H. Babovsky

Wir greifen hier die Idee von Babovsky auf - argumentieren aber
heuristisch. Beziliglich einer strengen Vorgangsweise verweisen
wir auf die Originalarbeit [14].

Um die LOsung der r&dumlich homogenen Boltzmanngleichung

o £(6,v) = [ [ o(n,g)glE(t, v ) E(t,w')-£(t,v) £(t,w) ) duln)dw

:R3SZ

mit £(O,v) = fo(v}
zur Zeit t = At zu approximieren, betrachten wir folgenden
IterationsprozeB.
Man unterteile At in L Intervalle der GrdBe At : t =LAt und
16se die Gleichung

3 ~

5 f(t,v) = 13 [oeg{E(t,vVE(0,w")-F(t,Vv) £(0,w) }duw(n)dw
(12) R’ s°

£(0,v) = £(0,v) = £_(v)

in [0,At]. Dann ersetzt man f£(O,w) durch ?(At,w) und 1l6se (12)

in [At,2A1]; und so weiter.

Flir die Simulation haben wir folgendes Diagramm im Auge:

(12) (12) At = O
f(0,v) — — F(a1,v) > vv. = L(Mt,v) —— f(At,V)
t€[0,A1] tefar,2a1] Loe
‘I' I N > o
13 L 1;5 t)
v .Z G(V—Vj (0)) — z {v~vj (At))

J=1
{vl,...,v } - v

..
N"¢-0 ! Nt aq t=At



- 20 -

Also versuchen wir ein Simulationsschema fiir
(V1(kﬁr),...,vN(kAT)) - (v1((k+1)ﬂ1),...,VN((k+1)AT))

zu finden, das in Beziehung zur Gleichung (12) steht.

Wir spezialisieren auf k = O.

Gleichung (12) ist eine lineare Transportgleichung und beschreibt
die zeitliche Entwicklung einer Verteilungsfunktion fiir Test-
teilchen, die zur Zeit t=0 gemdB £(0,v) verteilt sind und an
"Hostteilchen", die wdhrend des Zeitintervalls At gemdB f(0,v)

verteilt sind, stoBen.

Anders ausgedriickt: Zur Zeit t=0 denken wir uns die Verteilung
f(0,v) dupliziert. Eine Kopie ist wdhrend At fixiert und dient
als "Hintergrundgas". Die zweite Kopie wird interpretiert als
Anfangsbedingung fiir ein Testteilchen, das sich durch das Hinter-

grundgas bewegt.

Sei h(t,v) die Geschwindigkeitsverteilungsfunktion filir die Test-
teilchen, die in [0,t] nicht gestoBen haben:

f J h(t,v)dvdx = M(t) = Erwartungswert der Anzahl der
Zelle IR3 "stoBfreien Testteilchen" in der

Zelle zur Zeit t;

bzw. [ h(t,v)av = EéEl und h(o,v) = £(0,v).

Eﬁ
Die zeitliche Anderung von h(t,v) erhalten wir mit Hilfe des
Verlustterms von Gleichung (12) zu

9

=¢ h(t,v) = -h(t,v) | o C lv=wll ) |[v-w]| £(0,w)dw = =h(t,v)q(v)
3

R
h(o,v) = £(0,v).

Bemerkung: Nach (3) aus 2.1 ist g(v) gerade die StoBrate eines

Teilchens der Geschwindigkeit v in einem Hintergrundgas mit der

Verteilung f(O,w).
ye V)t

Dann folgt h(t,v) = h(O,
Mit h(0,v) = £(0,v) = %

Ih™M=Z<

G(V-Vi) erhalten wir

i=1



h(t,v) =

N
und daher M(t) = X e .

Da das i-te Teilchen unabhdngig vom j-?en)Teilchen in [0,t]
-—qlvilt

stb6B8t oder nicht st&ft, kdnnen wir e als Wahrscheinlich-

keit dafiir interpretieren, daB ein Teilchen mit Geschwindigkeit
vy in [0,t] nicht gestoBen hat.

B:l)
keit vy in [0,At] nicht stéBt; Bél) daB das Teilchen einmal st&Bt.

(Vi—;A,ﬂT) bezeichne das Ereignis, daB das Teilchen nach At eine

Geschwindigkeit vi €A, Ac R> hat.

bezeichne das Ereignis, daB das Testteilchen mit Geschwindig-

Unter der Annahme, daB das Teilchen wdhrend At hdchstens einmal
st68t, gilt dann

P(v; »A, A1) = P(Vi"A:ﬂﬂB.l(i))P(B.fi)) +P(Vi->A,MJBZ(i))p(Bz(i)),

. -q(v,)At . . -q(v,)AT
mit 28BS =e P et = 1pP)) =1 T
(i) 1v;€a
P(v,->A,AT|B, ") = =: x,(v,) , und wenn wir
i 1 A'i
0 vigzx
(1) qg(a,v,) StoBrate eines "v,-Teilchens" mit v'! €1
P(V-QA"&T]B * ) = — = : ﬁ?f : W =
i 2 q(vy) StoBrate eines "v, -Teilchens™

vgl. (2) aus 2.1]
setzen, kdnnen wir schreiben

—q(vi)&T q(A,Vi) —q(vi)a1
P(Vi—bA,ﬂT) = )(A(Vi)e +W (1-e ).
—q(v.)At
Mit der Ndherung e ~ 1~q(vi)ﬂT und q(vi) gemdB (3') bzw.

q(A,vi) gemdB (2') eingesetzt erhalten wir

)g. )

N
P(vi—;A,ﬁT) = XA(vi)(‘l—L\t = z. g (g, i3

At I

j=1 ANS

c(n,gij)gijdw(n)

Xp (V) (1-P,) +z{ Q, (v)dv
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mit Pi und Qi(v) wie bei Nanbu definiert, wenn wir L=1, d.h.
At = At setzen.

Die Interpretation des obigen Resultats fiihrt wieder zum Nanbu-

algorithmus.

3.6 Der modifizierte Nanbualgorithmus

Wie bereits erwdhnt, ist der StoBalgorithmus nach Nanbu in der
in 3.4 dargestelltcn Form von einem praktischen Gesichtspunkt
aus nicht brauchbar. Wir Zndern den Algorithmus in zwei Punkten,
wobei der zweite die entscheidende Verbesserung bringt und die
Idee dazu von H. Babovsky stammt.

A) Wie bei der Herleitung in 3.5 unterteilen wir den Entkopplungs-
zeitschritt At in L Intervalle der GrdBe At und filhren den
StoBalgorithmus L mal durch, bevor wir zur stoBfreien Bewegung
Ubergehen. (Daher gilt im folgenden auch Pij==&T%cHIgij)gij')
Dieses Vorgehen fiihrt zu einer gr&B8eren Flexibilitdt in der
Wahl von At und kann Ersparnis in der Rechenzeit bringen. Ein
Teilchen kann dann wdhrend des StoBSprozesses - wie auch beim

Birdschema - mehrmals stoBen.

B) Aquivalent zum Nanbualgorithmus ist es, die dortigen Schritte
(1) und (2) in einem Schritt zusammenzufassen: Man generiere
eine auf [0,1] gleichverteilte Zufallszahl R.. F&llt sie in

f
das Intervall [Pi,1], st6Bt das i-te Teilchen nicht.

Fig. 5
R, R2 e Pn.j . Pn
—t— ——— e,

[ [l L 4 i ! '
r T T T L

Adh
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Fdllt sie in das Intervall Pi., stdRt das i-te Teilchen, und
der Stofpartner ist das j-te Teilchen. Wenn wir nun das Inter-
vall [Pi,1] (6 W. das i~te Teilchen st6B8t nicht) gemdB folgen-
der Skizze auf die Intervalle Pij aufteilen, so daB N gleich-
grofe Intervalle entstehen, &dndert sich an der Methode zur

Bestimmung des StoBpartners nichts.

Fig. 6
i -&" ,»—-~E7' - _P'“,E — 'E'.v_u
! ;——ar [ ,l 4 - ) E ; 4
0 .l B 4= ) = 1
b N N N N

In diesem Fall aber konnen wir sofort entscheiden, in welches
der N Intervalle unsere Zufallszahl fdllt. Angenommen, es ist
das Intervall [jﬁl,i]. Dann kommt als StoBpartner nur das j-te
Teilchen in Frage. Wir miissen also lediglich Pij ausrechnen

und kénnen abfragen:

Rf < (%-—Pij) — kein StoBR des i-ten Teilchens:

R, > (%-Pij) — das i-te Teilchen st6B8t und sein StoB-

partner ist das j-te Teilchen.

f

Damit ist der Aufwand nur mehr linear in der Teilchenzahl N.

Einen Punkt miissen wir dabei noch beachten. Die obige Vorgangs-

weise ist dann bedenkenlos, wenn

P,.
1]

= 2 S1_
At OT{gij)g.._.N bzw. ArncT(gi

N i3 )gijs‘l flir 1si<jsN

j

(13)
garantiert ist. Es gilt also diese Bedingung durch geeignete Wahl

von At (d.h. des Entkopplungsintervalls At und des Parameters L)

Zu

erfiillen; natiirlich ohne alle Gt(gij)gij auszurechnen, sondern

durch Abschdtzungen von linearem Aufwand. So gilt im Fall eines

einatomigen Gases fir die in der Praxis verwendeten Molekiil-
modelle (vgl. [3])

o
T

B

(gij)g.. = C g..

i3 i3 mit O<Bg =1 und c einer Konstanten.
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Und wir konnen gij z.B. durch
B _ - B _ Y _ 8 - - B
9f5 = llvyi=vsll® = Il (vy=m) = oyom) [ B2 (flvgml] + [lvg-m]| )
| B 1 N
s ([lvi-m|| + max [|v -m]| ) mit m=g ¥ v,
1sjsn = J j=1 J
abschdtzen.

Da man dadurch eventuell ein unndtig kleines At bekommt, er-
scheint uns filir die Praxis folgende Alternative beachtenswert:
Wdhrend einer Testphase bestimme man At so, daB fiir alle tats&dch-
lich berechneten Pij

1 . " .
Pij £ k T mit k<1 gewdhlt gilt.

Eine Abschdtzung des dabei m&glichen Fehlers steht noch aus.
Unserer Meinung nach ist aber diese Fehlerquelle besser in den
Griff zu bekommen als die Auswirkungen der Ndherungen,mit denen
Bird seinen linearen Aufwand erkauft.

Generell sollte ja

(14) At < Tfrei (Tfrei"' mittlere freie StoBzeit eines
Teilchens)

gewdhlt werden.

Mit L~ 10 gilt dann

At <<Tfrei bzw. nach (6) MnoT—(g')_g<<1

und unsere Bedingung (13) ist eine Spezifikation der allgemeinen
Forderung (14).
Das durch die oben beschriebene Modifikation des StoBprozesses

erhaltene Verfahren werden wir im folgenden mit N* bezeichnen.



4. Vergleich der Verfahren

Anhand von zwei Beispielen - einem Relaxationsproblem und einem
StoBwellenproblem - haben wir die beschriebenen Simulationsver-
fahren miteinander verglichen. Bereits bei der Konzipierung des
Forschungsprojekts wurde beriicksichtigt, daB die Rechenanlage

in Kaiserslautern filir kompliziertere Simulationsprobleme nicht
geeignet ist. Es wurde beantragt, auf dem Vektorrechner CYBER 205
in Karlsruhe zu rechnen, und die Vektorisierung der Algorithmen
wurde als zusdtzlicher Forschungspunkt aufgenommen. Wir berichten
dariiber in 5.. Grundsdtzlich gilt, daB der N*-Algorithmus wesent-

lich besser als der Birdalgorithmus vektorisierbar ist.

4.1 Ein Relaxationsproblem

Da sich die betrachteten Verfahren nur in der Realisierung des
StoBprozesses unterscheiden, haben wir als erstes Testbeispiel
die Relaxation eines rdumlich homogenen einatomigen Gases ge-
rechnet. Hier spielt sich alles nur im Geschwindigkeitsraum ab.
Wir konnen auf die stoBfreie Bewegung verzichten und brauchen
keine Einteilung in Zellen. Wir sprechen von einem (r&umlich)

"O-dim. Problem",.
Ka?nw'-albf. .
Sersiaute,
m

Wir fllhren dimensionslose Variable ein, indem wir als Referenz

auf GroBen des Gases im Gleichgewicht zurilickgreifen. D.h. Ldngen
werden durch i__ (& mittlere freie Wegldnge eines Teilchens im
Gleichgewichtszustand), Temperaturen durch T_r Geschwindigkeiten
durch V?ﬁf; (2 wahrscheinlichste Geschwindigkeit, R = Gaﬁkonstante)
dividiert. Filir die Zeit ergibt sich als ReferenzgrdéBe V7ﬁ;-'

A gekennzeichnetf.

(Dimensionslose Variable werden mit einem
Wir verwenden das Hartkugel-Modell. Dann ist g}—acT(g) konstant,
o_=7d’ und im Gleichgewicht gilt

1

A, = —
it ﬁnmwd

(vgl. z.B. [2] p. 70).

Damit ergibt sich z.B. filir den beim Birdalgorithmus ben&tigten

Zeitzuwachs Tij in dimensionsloser Form
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A .= l!'[\ - Aw = 2 [ ] *® = 2v2—
iy 7T Tig 2 X A
VZRT _ Nnrd 9i5 S Ngij

Zur Zeit £ = O geniligen die Geschwindigkeitskomponenten der N
Teilchen folgender Anfangsbedingung:

Gz = 0; die Gx,ey—Koordinaten sind gleichmdBig auf der Kreis-
linie 92-+92 =3 verteilt.
X Y 2

Dieses sehr einfache Beispiel stammt von D. Pullin, Imperial
College London.

Es findet eine Relaxation statt, und die Ergebnisse (Bild 1:
Nanbu; Bild 2: Bird) unterscheiden sich nur unwesentlich.

Die oberste Kurve stellt die Gesamttemperatur A Gesamtenergie
dar, und man sieht, daB sie beim Nanbu-Verfahren nicht exakt
erhalten bleibt.

- Bild 1

7 TIME-AXIS
0. 0.4 0.8 P2 1.5 2. 2.4 2.8 3.2 3.5 4. 44 4.8

1 i i I 1 I 1 1 1 L Il 1 1 L A Il ' 1 L L 1 L ]

I
A y-TEHr.
2-TE e,

7 TIME-AXIS
5 0.4 0.3 1.2 1.5 : 2.4 2.9 3.2 35 4 i.4 4.8
I
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Eine deutliche Sprache jedenfalls sprechen die Rechenzeiten:

Teilchenzahl Nanbu N* Bird
100 56.7 3.1 2.3 CPU-Sekunden auf der
1000 5422 | 17.5 | 8.9 Rechenanlage in
Kaiserslautern
10000 ? 180 79

Es mag sein, daBf man die Rechenzeiten beim Nanbu-Verfahren durch
geschicktes Programmieren noch driicken kann; die GrdBenordnung
aber bleibt auf Grund des quadratischen Aufwands sicher erhalten.

Auf der CYBER 205 ergaben Testrechnungen folgendes Bild:

Teilchenzahl N* Bird
100 0.035 0.031

1000 0.145 0.120 CPU-Sekunden
2000 0.263 0.214

Bemerkung: Die Rechnungen wurden zu einem Zeitpunkt durchgefiihrt,

als wir noch relativ wenig Erfahrung mit der CYBER 205 hatten.
Bei besserer Ausnilitzung der CYBER 205 kann man die "N*-Zeiten"

sicher noch verbessern.

4,2 Das Problem der inneren Struktur einer StoBwelle

Fig. 7 illustriert, wie eine stationdre StoBwelle von einer sich
mit konstanter Geschwindigkeit bewegender Wand erzeugt wird.
Fig. 7

Dichte 9 1

o=\
I 2t
V4 PAGER oo i Wond

Stofivwelle

v

KV
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Wenn wir uns die Wand in der y-z-Ebene uneingeschrdnkt ausgedehnt
denken, haben wir keine Gradienten in der Richtung parallel zur
Wand, und das Problem ist r&dumlich eindimensional. In einem Bezugs-

system, in dem die StoBwelle ruht, erhalten wir folgendes Bild:

Fig. 8
| Stofwelle
5 ~ > rukt V,iVye .. Stromungsgeschwindig-
! S, keiten
T,...

4 T, T /T, Temperaturen

5 .

! A pqrPy-+- Dichten

—>

vor dew Sholi hinter dern Stolt
(upstream) {downstroom)

Die in Fig. 8 angegebenen Gr&Ben vor bzw. hinter der StoBwelle
sind bekanntlich {liber die Rankine-Hugoniot Beziehungen mitein-

ander verknlpft.

Eine Stof-Machzahl MS wird durch

M s= Geschw. der Welle relativ zum Gas vor dem StoB _ Kl
s ° Schallgeschwindigkeit im Gas vor dem StoR B c,
definiert.

Das Studium der inneren Struktur von StoBSwellen gehdrt zu den
klassischen Problemen der molekularen Gasdynamik. Bei Machzahlen
z 2 zeigt der GasfluB deutliche Abweichungen vom thermischen
Gleichgewicht. Die UngewiBheiten, die mit dem Auftreffen von
Teilchen auf feste Kdrper verbunden sind, fallen weg. Zudem
erweist sich das Problem genauen experimentellen Messungen

gewisser makroskopischer GrdBen zugdnglich.



- 29 -

Die charakteristische Ldnge beim StoBwellenproblem ist die
Dicke der StoBwelle A: '

_ Fig. 9
P -
§.=T-T1
Ty-T4
P27%4
Az
28y
AX’ o -
- | N
O k 7o) » 4
(Die Temperatur lduft der Dichte voraus, und ein anderes m&gliches
MaB fiir die Dicke der StoBwelle ist §.)
Bird zitiert in ([2] p. 133), das
A
T (... mittlere freie Wegldnge eines Teilchens in der StoBwelle)

typischerweise die Werte 10 bei MS==1.25; 5 bei MS==1.5; 3 bei
M5==2 bis ungefdhr 2Abei M5>H3 annimm?. Entsprechend variiiert
die Knudsenzahl K :=+ von g5 bis . Daher fdllt das Problem
insbesondere flir Machzahlen 2 2 in den Ubergangsbereich. Dies
wird durch experimentelle Messungen bestdtigt, die zeigen, daB
filir Ms;zz die Kontinuumsbeschreibung (Navier-Stokes) ungeeignet

ist [10].

Die Methode zur Erzeugung einer StoBwelle in der Simulation iiber-
nahmen wir aus [3]. Zu Beginn wird die StoBwelle, die im gewdhlten
Bezugssystem ruht, durch eine scharfe Trennlinie reprédsentiert.
Die Anfangsbedingungen von der Trennlinie bis zum linken Rand

(vor dem StoB), bzw. von der Trennlinie bis zum rechten Rand des
Rechengebiets (hinter dem StoB), werden so gesetzt, daB die
Rankine-Hugoniot Beziehungen erfiillt sind. Wdhrend der stoB8freien
Bewegung der Teilchen iliber das Entkopplungsintervall At sind die
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Randbedingungen durch spiegelreflektierende Wdnde gegeben. Die
auf die StoB-

von der StoB-

eine Wand bewegt sich vom linken Rand aus mit \£

2

welle weg; v, und \L sind die lokalen theoretischen Str&mungs-

geschwindigkeiten "weit weg" von der StoBwelle [vgl. Fig. 8].

welle zu, die andere vom rechten Rand aus mit v

Danach wird links das "Volumen" VT-&t mit neuen Teilchen ange-
fiillt, wdhrend rechts die Teilchen auBerhalb des Rechengebiets
eleminiert werden. Nach einigen Entkopplungsschritten (StoB-
prozeB-stoBfreie Bewegung) gldttet sich die anfédngliche Unstetig-
keit in den Gr6B8en v,p und T,und es entstehen die Profile der
StoBwelle.

Wir betrachten den Fall eines einatomigen Gases.
M.N. Macrossan beschreibt in seiner Doktorarbeit [3] ausfiihr-
lich die verschiedenen bei Simulationen verwendeten StoBSmodelle.
Wir haben aus Einfachheitsgriinden mit dem Hartkugelmodell und
dem VHS-Modell (variable diameter hard sphere) gerechnet. Etwas
lax ausgedriickt kann man sagen, daB bei letzterem die Funktion
g kacT(g) - und damit auch die StoBwahrscheinlichkeiten - gemdSR
einem abgeschnittenen r Potential, die St6Be selbst aber nach
dem Hartkugelmodell berechnet werden. Fiir genauere Details und
flir eine Rechtfertigung dieser Vereinfachungen gegeniiber einem
gewthnlichen r % Potential verweisen wir auf die oben zitierte
Arbeit (p. 80-100).

Dimensionslose Variable werden durch Referenz auf das Gas im °

Gleichgewicht vor dem StoB eingefiihrt.
T
T

Temperatur T; @ =

v (VQRT1 ... wahrscheinlichste Geschw.
VIRT eines Teilchens vor dem StoB)
1

Geschwindigkeit v; 9 =

Ldnge x; R = {i (11 ... mittlere freie Wegldnge vor dem StoB)
1
t-VZRT
Zeit t; £ ;= — 1

A
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Alle Rechnungen fiir das StoSwellenproblem wurden auf der CYBER 205
in Karlsruhe durchgefiihrt.

Um die Wahl der Simulationsparameter iiber die generellen Forde-

rungen

{ Entkopplungszeitschritt At s mittlere freie StoBzeit eines Teilchens

ZellgrbBe Ax <mittlere freie Wegldnge eines Teilchens

hinaus besser in den Griff zu bekommen, haben wir folgende Be-

dingung getestet:

1 _ . . " _
%At vmangconst. =1 mit v als maximaler Stromungs
geschwindigkeit.
. A A1 . —
Mit AX = 0.2 (d.h. &XF¥§6 der Dicke der Stofwelle) und Viax = V1

erhalten wir Af~0.13 bei M  =1.55, 28 ~0.06 bei M_=3.8 und
7% ~0.025 bei M_=9.0. ( ~0.5 vor dem StoB und ~0.18
hinter dem StoB).

Tfrei

Fiir den Parameter L beim N*-Algorithmus haben wir die Forderung
gestellt, daB8 unabhdngig von der Machzahl ein gewisser Prozent-

satz an St6BRen nicht {iberschritten wird:

= const.

Nno., (g)g- AT
N

Im Hartkugelfall erhdlt man dafiir [man benutze die Beziehungen
in [2] p. (69)]

n

2 2 /A A .

HT v T2 At f:aconst. (nT,n2 ... Anzahldichten vor bzw.
hinter dem StoR)

Flr MS==3.8 haben wir L=6 in einer Testphase gewonnen. Dann folgt

L=4 fiir MS=1.55 und L =7 fiir Ms=9'0‘

Mit einer Teilchenzahl NM= 54000 (* max 10% wdhrend des Programm-
ablaufs), einem Rechengebiet zwischen ﬁmin==-10 und Qﬁax==+1o und
obigen Parametern haben wir im Hartkugelfall folgende Rechenzeiten
erzielt. Die Verrechnungseinheit auf der CYBER 205 in Karlsruhe

ist ein SBU (System Billing Unit).
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MS==1.55 CPU sec SBU Ms==3.8 CPU sec SBU
Bird 11200 45800 Bird 12700 52000
N * 9800 47500 N* 10800 52000
Ms==9.0 CPU sec SBU (Man beachte die Ausfiihrungen
Bird 20400 83400 zur Vektorisierung in 5.)

N* 17700 85500

Dabei wurde bis zu einer Zeit £=65 bei M_=1.55, £=24 bei M_=3.8
und £ =15 bei Ms==9.0 gerechnet und jeweils Uber 50 unabhdngige
Liufe gemittelt.

Einen Teil der Ergebnisse dazu zeigen wir in den Bildern (3) bis
(5). Dabei fdllt auf, daB insbesondere bei MS:=9.O doch deutliche
Unterschiede in den Resultaten des Bird bzw. N*-Algorithmus zu
sehen sind. DaB im Vergleich zu den von Alsmeyer 1974 [10] in
Argon gemessenen Dichteprofilen die gerechneten Profile zu steil
ausfallen, liegt am Hartkugelmodell und ist in Ubereinstimmung mit
friheren nach verschiedenen Methoden durchgefihrten Hartkugel-

rechnungen [10].

Bild 3
Dichte Profil, N*-Alg.
Mach = 3.8 x Dichte Profil, Bird-Alg.
Hartkugelmodell - Dichte Profil, Exp. Alsmeyer
+ Temp. Profil, N*-Alg.
¢ Temp. Profil, Bird-Alg.
- Ilm“ 0_. I‘MK

10

> M
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Bild 5
*Mach = 9.0 Dichte Profil, N*-Alg.
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Gute Ubereinstimmung zwischen Experiment und Rechnung erhielten
wir mit dem VHS-Modell und a =12 fiir den N*-Algorithmus, bzw.

a =11 flir den Bird-Algorithmus [Bilder (6) bis (8)].

(Durch

geeignete Variation von a kann man wahrscheinlich sogar genaue

bereinstimmung erzielen.)
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"Bild 9

Bei gleichem StoBmodell ergibt der Bird-Algorithmus etwas stei-
lere Dichteprofile als der N*-Algorithmus. Die Unterschiede
werden kleiner je "weicher" das StoBmodell ist (Bei Maxwellmole-
kiilen erhielt Nanbu Ubereinstimmung seiner Ergebnisse mit denen
des Bird-Algorithmus [13]), und deutlicher bei h&heren Machzahlen.
Die Erfahrung, daBf im unteren und mittleren Machzahlenbereich
hingegen das StoBmodell eine kleinere Rolle spielt, findet man

auch bei Alsmeyer [10].

Flir MS==1.55 und MS==3.8 erzielten wir bei gleichem StoBSmodell
[VHS, a=11] gute tbereinstimmung der Ergebnisse [Bilder (9)
bis (11)].

Mach =

1.55
VHS-Mcdell, o =11

A Dichte Profil, N*-Alg.

x Dichte Profil, Bird-Alg.

- Dichte Profil, Exp. Alsmeyer

+
X
0 T 10
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Mach = 1.55 :i A Geschw. Profil, N*-Alg.
VHS-Modell, o =11 :q’ + Geschw. Profil, Bird-Alg.
i
!
b
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Bild 11
Mach = 3.8 :’ A Dichte Profil, N*-alg.
+
VHS-Modell, o =11 o X Dichte Profil, Bird-Alg.

- Dichte Profil, Exp. Alsmeyer
Temp. Profil, N*-alg.

¢ Temp. Profil, Bird-Alg.

X
0 T 10

Die Abweichungen bei Ms==1.55 vom gemessenen Profil
wurden auch bei friilheren Rechnungen mit dem Bird-Algorithmus
gefunden und durch das Fehlen anziehender Krdfte beim verwende-
ten StoBmodell zu erkldren versucht [10]. Die zuletzt angefiihr-
ten Rechnungen wurden mit etwas anderen Simulationsparametern
erzielt: A8=0.2, Af=0.1, NM=40000, £=24, L =10 und Mittelung
lber 60 Ldufe. Fir MS==3.8 bringen wir hierzu noch einen Ver-
gleich der Rechenzeiten:

MS==3.8 CPU sec SBU

Bird 12900 50000

N* 11700 54000

Beide Verfahren zeigen bei gleichem Aufwand sehr dhnliche Ergeb-
nisse. Zu einer Entscheidung, welches der Verfahren die besseren
Resultate brachte, konnten wir nicht gelangen.

Wir haben den Vergleich des N*- mit dem Birdalgorithmus bei der
gleichen Teilchenzahl NM durchgefiihrt. Eine mglichst groBe
Teilchenzahl ist natiirlich flir beide Verfahren glinstig. Man muB
allerdings sagen, daB der Bird-Algorithmus weniger empfindlich
auf eine Reduktion der Teilchenzahl als der N*-Algorithmus rea-
giert. Der Grund dafiir dlirfte darin zu suchen sein, daB beim
Nanbu-Verfahren Energie und Impuls nur im Mittel erhalten bleiben.
Auch beziiglich der Parameter Ax und At ist der N*-Algorithmus
(wir haben hier noch zusdtzlich L geeignet zu wdhlen) sensibler.
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Das muB8 kein Nachteil des Verfahren sein; nur ist in diesem
wichtigen Punkt der richtigen Wahl der Simulationsparameter noch
Arbeit zu leisten. Uberhaupt geben wir zu bedenken, daB wir einen
in praktischer Hinsicht schon ausgereiften Algorithmus mit einem
sehr jungen noch entwicklungsfdhigen Algorithmus verglichen haben.
Bei unserer oben beschriebenen Simulationsmethode haben wir die
Erfahrung gemacht, daB die StoBwelle um eine Mittelpunktslage
oszilliert und deshalb zur aufwendigen Mittelung iiber 50 bis

60 Ldufe zu einer festen Zeit t gegriffen. Auch Nanbu war bei
seinen StoBwellenrechhungen (mit etwas anderen Randbedingungen)

mit diesem Problem konfrontiert und hat eine weniger aufwendige

Strategie gewdhlt [13]. Eine interessante Anregung, wie man all-
gemein bei Simulationsproblemen den Aufwand reduzieren konnte,
stammt von Mitgliedern der Arbeitsgruppe Technomathematik:

Man mittle nur iiber einige unabhdngige Ldufe und eleminiere

die statistischen Schwankungen mit Hilfe eines "problemgerechten

Filters".

5. Zur Vektorisierung der Algorithmen

Unter Véktorisierung kann man hier die Adaption von Computerpro-
grammen an die spezielle Architektur des Rechners verstehen.

Der Vektorrechner CYBER 205 ist nach dem Pipiline-Prinzip gebaut.
Bei diesem Konzept wird eine hohe Leistung erzielt, wenn die
Algorithmen in dem Sinn parallel sind, daB viele gleiche Opera-
tionen mit unabhdngigen in Folge gespeicherten Daten (CYBER—‘

Vektoren) durchzufiihren sind.

Ein Blick auf das schematische FluBdiagramm Fig. 1 Seite 3 zeigt,
daB auch fir die Laufzeit des Programms die sich fortlaufend
wiederholenden Schritte StoBprozef und stoBfreie Bewegung die
entscheidenden Teile sind. Die stoBfreie Bewegung wird bei beiden
Verfahren gleich durchgefiihrt. Die Vorschrift, daB jedes Teil-
chen gemdB seiner Geschwindigkeit um v-+At verschoben wird

(%) () 2 4 A (d) (i=1,...,NM),

148t sich unmittelbar vektorisieren. Inwieweit dann Randbedin-
gungen (festeKorper im Rechengebiet, Bedingungen an den Rdndern)
durch parallele Algorithmen erfaft werden k&nnen, hdangt vom

Problem ab.
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Das in 4.2 behandelte StoBwellenproblem ist rdumlich eindimensio-
nal. Daher interessiert uns von (*) nur die x-Komponente, und die
entsprechende Anweisung in CYBER-FORTRAN lautet:

PX(1;NM) = PX(1;NM) + DTM * VX (1;NM)

Im Feld PX werden die Positionen und im Feld VX die x-Geschwin-
digkeiten der Teilchen gespeichert. Dann fragen wir vektoriell
ab, welche Teilchen das Rechengebiet verlassen haben. Diese werden

dann "skalar weiterbehandelt". (Reflexion an der rechten bzw.

linken Wand und eventuell Elemination.) Als Vorbereitung fiir
den nachfolgenden StoBSprozef wird nun fiir jedes Teilchen die
zugehodrige Zelle und die Anzahl der Teilchen in jeder Zelle
ermittelt. Zusdtzlich wird eine Liste angelegt, in der die Teil-
chen nach aufsteigenden Zellennummern geordnet sind. Dies ge-

schieht gréBtenteils skalar.

Der zeitaufwendigste Teil bei den Simulationsverfahren ist der
StoBprozefl. Und hier ist der Birdalgorithmus in dem Sinn rekursiv,
daB nach einem StoB die alten Geschwindigkeiten sofort durch die
neuen ersetzt werden und damit weitergerechnet wird. Eine ver-
niinftige Vektorisierung auf der CYBER 205 war hier nicht zu
sehen.

Bemerkung: In [15] wird von einer Vektorisierung des Birdalgo-
rithmus auf der CRAY-1S mit nur sehr bescheidenem Gewinn berich-
tet. Zudem sind die Bedingungen (z.B. glinstige Vektorlé&nge), die
eine erfolgreiche Vektorisierung erwarten lassen, auf der

CYBER 205 recht verschieden von denen auf der CRAY-1S.

Im Gegensatz zum StoBalgorithmus bei Bird ist der N*-Algorithmus
von seiner Struktur her parallel. Es wird von der Menge der Ge-
schwindigkeiten zur Zeit t =0 auf die Geschwindigkeiten zur

Zeit t =A1 geschlossen:

(Vaiyeeo, vV} f———— {(V.,ee.,V_}
! N e=0 ! N g=ar

Wir haben dann auch filir diesen rechenintensivsten Teil des Pro-
gramms einen sehr hohen Vektorisierungsgrad erreicht. Unter
Ausnutzung von auf der CYBER eingebauten Vektorfunktionen konnten
wir filir alle im Rechengebiet befindlichen Teilchen "simultan"

die StoBwahrscheinlichkeiten und die eventuellen StoBSpartner

berechnen.



Das gesamte Simulationsverfahren fiir das StoBwellenproblem mit
dem N*-Algorithmus fiir den StoBprozeB8 wird durch die Vektori-
sierung um einen Faktor 7 schneller als eine skalare Version des
Verfahrens auf der CYBER 205.

Bei den in 4.2 angeflihrten Rechenzeiten f&dllt auf, daB das Ver-
hdltnis von CPUsec zu SBU beim iiberwiegend skalar gerechneten
Birdverfahren glinstiger als beim weitgehend vektorisierten N*-
Verfahren ist. Ein hoher Vektorisierungsgrad hat oft einen
gréBeren Aufwand an Speicherplatz zur Folge,und auch dafiir ist

"ein Preis zu bezahlen".

6. Zusammenfassung

Bisher scheiterte ein Vergleich der verschiedenen in 1. ange-
fiihrten Varianten zur Simulation der Boltzmanngleichung in den
meisten Fdllen am Rechenaufwand, und der Birdalgorithmus war
konkurrenzlos in Bezug auf Anwendungen. Macrossan schreibt in
[3], daB es sehr niitzlich wdre, zu Vergleichszwecken ein
weiteres selbstdndiges Verfahren zu besitzen. Wir glauben
gezeigt zu haben, daB der N*-Algorithmus gute Chancen besitzt,
diese Liicke zu filllen. Auf einige Punkte, bei denen noch Ver-

besserungen zu erzielen sind, haben wir im Bericht hingewiesen.

Was den theoretischen Aspekt betrifft, so sind die Aussichten
vielversprechend, das Nanbu-Verfahren auf eine feste Grundlage
zu stellen. Erste Schritte dazu hat Hans Babovsky bereits getan,
und er ist zuversichtlich, auf Grund seiner Herleitung, die Kon-
vergenz des Verfahrens zu einer Ldsung der Boltzmanngleichung
Zzeigen zu k&nnen. Das widre ein duBerst interessantes Ergebnis,
und vielleicht fallen auch dabei fiir die Praxis wertvolle Resul-
tate (Wahl der Parameter) ab. In der Bemerkung auf Seite 13
haben wir einen Hinweis gegeben, wie man versuchen k&nnte, das
Birdverfahren theoretisch zu untermauern. Hier miiBte noch die
ganze Arbeit geleistet werden, und die Erfolgsaussichten er-

scheinen uns vager.

Ich m&chte hier die Gelegenheit beniitzen und mich flir die gute Zusammenarbeit
in der Gruppe Neunzert bedanken. Hans Babovsky wurde im Bericht mehrfach er-
wahnt. Mein besonderer Dank gilt auch Herrn Thomas Mietzner, der mich wdhrend

des ganzen Projekts in freundschaftlicher Weise unterstiitzte.
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