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1 Einleitung, Motivation

Die vorliegende Arbeit wurde angeregt durch die in [Bor00] und in [Sim00] dargestellten
Versionen der Feynman-Kac-Formel. Sie beschéftigen sich mit dem Problem, den Gel-
tungsbereich der Feynman-Kac-Formel zu erweitern im Hinblick auf die Bedingungen an
die Potentiale und die Anfangsbedingungen der partiellen Differentialgleichung. Es ist
bekannt, dass die Feynman-Kac-Formel fiir beschrinkte Potentiale und fiir Anfangsbedin-
gungen, die zweimal stetig differenzierbare Funktionen mit kompaktem Triger sind, gilt.
Die Feynman-Kac-Formel fiir Anfangsbedingung im Raum C?(R") kann als Darstellung
der Losung der zugehorigen partiellen Differentialgleichung betrachtet werden, aber sie
kann auch als eine stark stetige Halbgruppe auf dem Raum Cy(R™) aufgefasst werden.
Diese zwei verschiedene Darstellungen sind dquivalent.

In dieser Arbeit zeigen wir, dass die Feynman-Kac-Formel auch fiir unbeschrinkte Poten-
tiale V' mit der Bedingung wie in (42) und Anfangsbedingungen mit der Eigenschaft wie
in (56) gilt. Unter diesen Voraussetzungen zeigen wir die Feynman-Kac-Formel als die
Losung der partiellen Differentialgleichung.

1.1 Hauptresultate

Zur Erlauterung wird zunéchst an die stochastische Beschreibung von Lésungen der Wirme-
leitungsgleichung mit Potential (reelle Schrodinger-Gleichung) erinnert. Das Anfangswert-
problem fiir die Warmeleitungsgleichung mit Potential

0 1
5= §Am —Vm,

besteht aus dem Auffinden einer Funktion m € C*?(R; x R*) mit m(0,z) = f(z). Unter
der Voraussetzung V € C,(R") stetig und beschriinkt und f € C?(R") mit kompaktem
Tréger findet sich ein einfacher Beweis der Feyman-Kac-Formel

t
m(t, z) = By (f(By) exp(— /0 V(B,)ds)

zum Beispiel in [Pks98]. Die Losung der Wirmeleitungsgleichung mit Potential ldsst sich
also als Erwartungswert eines Funktionals von Brownscher Bewegung berechnen.

In dieser Arbeit beweisen wir diese Art der Feynman-Kac-Formel in allgemeinerer Situati-
on, nimlich: Der Prozess, der in der Feyman-Kac-Formel steht, ist ein (zeitlich homogener)
Diffusionsprozess auf R", der die Form

&i(t) =z + /0 o(£1(5))dB(s)

hat. Hierbei ist B eine d-dimensionale Brownsche Bewegung und o : R® — R**¢ ist ei-
ne C?-Funktion, die samt ihrer ersten und zweiten partiellen Ableitungen beschriinkt ist.
Ausserdem gilt diese Formel hierbei fiir eine allgemeinere Bedingung des Potentials V' und
der Anfangsbedingung f. Dies Ergebnis wird in Satz 4.21 beschrieben.

Ein weiteres Hauptresultat unserer Arbeit ist die wahrscheinlichkeitstheoretische Losung
der Kolmogorov-Ruckwértsgleichung fiir einen speziellen 2n-dimensionalen Diffusionspro-
zess. Dies Ergebnis wird in Satz 4.22 beschrieben. Die Motivation hierfiir ist gegeben
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durch den schon von Borodin benutzten Zusammenhang zwischen der eindimensiona-
len Feynman-Kac-Formel und der zweidimensionalen Kolmogorov-Ruckwértsgleichung:
Wenn f die Anfangsbedingung der eindimensionalen Feynman-Kac-Formel ist, dann geht
fiir den zweidimensionalen Diffusionsprozess £ = (£1,&2) die wahrscheinlichkeitstheoreti-
sche Darstellung der Losung der Kolmogorov-Ruckwirtsgleichung zur Anfangsbedingung
Q(z,y) = f(z)expY in die Feynman-Kac-Formel iiber.

Um diese zwei Sdtze in Kapitel 4 zu beweisen, ist der wichtigste Punkt hierbei, dass man
die Existenz von

t
B, (f(€1(1)) exp( /0 V(€(s))ds))

und

t
B, (Lvo f(€1(£)) exp( /0 V(€1(s))ds))
mit Ly, = %ZZ, .(oaT),-jalialj + V, sowie die Existenz von

Em(Q(gl (t)a 52 (t)))

und

E:c(LV,b,UQ(51 (t)a 62 (t)))
mit Lype = Y; Vidai + 5 2. 1007 )ik0ridik + 5 325 1 (007 )in0aiBar + Yo, 1 (b )ik Orido

iiberpriifen muss.

Die oben angekiindigte Ausdehnung der Feynman-Kac-Formel auf Anfangsbedingungen
mit Eigenschaft (56) benutzt die gleichen Methoden und wird im letzten Teil von Kapitel
4 durchgefiihrt (Satz 4.23).

Im letzten Kapitel gehen wir auf den Hilbert-Raum-Zugang zur Feynman-Kac-Formel ein.
Im Hilbert-Raum L?(R") wird die Feynman-Kac-Formel als Darstellung der Halbgruppe
(e7tH) aufgefasst, wobei H := Hy + V; Hy = —%A ist. Es ist bekannt, dass diese Dar-
stellung fiir folgende Potentiale gilt:

i) V € Cx(R™) (siehe [Sim79)),

ii) V mit der Bedingung wie in (42) (siehe [Sim00]),

iii) V € L%(R?) + L (R?) (siehe [RS75]).

Im letzten Kapitel erweitern wir diesen Zugang auf die Klasse der Potentiale mit Eigen-
schaft (76), welche die Bedingungen ii) und iii) kombiniert. Dieses Resultat folgt allerdings
aus Theorem 1.10 mit A = 0 und Remark 1.2 ii) in [BLM04] von Broderix, Leschke und
Miiller. Im Gegensatz zur klassischen Situation ist e *# jetzt ein unbeschrinkter Opera-
tor, wobei H := —2A + V und V wie in (76) ist.

1.2 Inhalt

Kapitel 2 besteht aus drei Teilen. Im ersten Teil dieses Kapitels prézisieren wir den Begriff
" Diffusionsprozess” und listen einige Eigenschaften solcher Prozesse auf, die fiir das Fol-
gende niitzlich sind. Dieser Teil ist im wesentlichen aus dem Buch von v. Weizséicker und
Winkler [WW90] entnommen. Aus den Losungen der stochastischen Differentialgleichung

dX; = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt
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erhilt man Diffusionsprozesse. Dabei entspricht X; dem Ort eines Partikels zur Zeit t, der
Term b(t, X;) entspricht der Drift und o(¢, X;) entspricht der Diffusionsmatrix.

Indem man die Situation auf zeitunabhingige Drift und Diffusionsmatrix einschrinkt,
kann man zu dem Prozess als zuséitzliches Hilfsmittel eine Operatorhalbgruppe auf dem
Banachraum Cy(R™) konstruieren. Hier zeigen wir auch, wie man die Girsanov-Formel ver-
wenden kann, um die Dichte der Verteilung der Pfade eines Diffusionsprozesses beziiglich
des Wienermafles auf C(R;,R") zu bestimmen.

Im zweiten Teil dieses Kapitels beschreiben wir die explizite Form des Generators einer
(zeitlich homogenen) Ité-Diffusion.

Im letzten Teil betrachten wir A-harmonischen Morphismen. Ein durch einen h-harmoni-
schen Morphismus abgebildeter und anschlieflend zeittransformierter h-Prozess ist in Ver-
teilung zu einer Brownschen Bewegung dquivalent. Der h-Prozess wird durch eine stocha-
stische Differentialgleichung gegeben und seine Verteilung besitzt eine explizit angebbare
Dichte beziiglich des Wienermafles, die spéter fiir den Beweis der Feynman-Kac-Formel
niitzlich ist.

Im dritten Kapitel beschreiben wir die klassischen Darstellungen der Feynman-Kac-Formel
verschiedener Autoren und vergleichen sie. Wir sehen, dass die Feynman-Kac-Formel auf
dem Raum Cy(R™) als eine stark stetige Halbgruppe betrachtet werden kann, aber sie
kann auch als die Losung der partiellen Differentialgleichung mit Anfangsbedingungen,
die im Raum CZ(R") liegen, aufgefasst werden. Diese Darstellungen sind fquivalent. Die
Feynman-Kac-Formel wird in diesem Kapitel auch mit verschiedenen Methoden gezeigt.

Im vierten Kapitel stehen die Hauptresultate dieser Arbeit. Wir betrachten die Feynman-
Kac-Formel fiir allgemeinere Bedingungen an die Potentiale und die Anfangsbedingungen
fiir eine spezielle Form des n-dimensionalen Diffusionsprozesses: Wenn der n-dimensionale
Diffusionsprozess &1 (t) = = + f(f o(&1(s))dB;s ist, dann ergibt sich die Funktion

o(t,z) = By (f(61(1)) exp /0 V(&i(s))ds)), £ >0,z € R,

wobei f die Bedingung (41) und V die Bedingung (42) erfiillt, als Losung der partiellen
Differentialgleichung

0 1 0 0
av(t,m) = 3 ZZ;(UUT)ij(x)a—Ii%jv(t,m) + V(z)v(t, x),

v(0,z) = f(x).

Wenn wir hier n = 1 und o = 1 ersetzen, dann enthilt dies die Feynman-Kac-Formel wie
in [Bor00] (Theorem 0.1).

Ausserdem geben wir, wie oben angekiindigt, die wahrscheinlichkeitstheoretische Darstel-
lung der Losung der Kolmogorov-Riickwértsgleichung in folgender Situation an: Sei

£(t) = (&u(t),&2(t))
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ein 2n-dimensionaler Diffusionsprozess mit
t
&) = o+ /O o (€1(5))dB(s),
t t
&) = yt /0 V(€ (s))ds + /0 b(£1(5))dB(s),

wobei B eine d-dimensionale Brownsche Bewegung ist. Die Funktionen b : R* — R**¢_ o :
R* — R"*4 gind zweimal stetig differenzierbare Abbildungen mit der Eigenschaft, dass
fiir geeignete K >0, D > 0und 7,5 = 1,2,...,n gilt:

b(@) + 5, 6@ + 55, b@)l < K

und

Die Funktion V : R* — R” ist eine stetige Abbildung mit der Eigenschaft, dass fiir alle
e > 0 ein C; > 0 existiert mit
[V (2)| < ellz]|* + C-.

Weiter sei Q(z,y) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit der Eigenschaft

0 0 0 0 0 0

o 0
z“ < KeCllzll
o 6ij(:lr,y)I < Ke"l,
wobei ||z|| die Euklidische Norm des Vektors z bezeichnet.
Eine Funktion ¢ € C122(R, x R* x R") ist genau dann eine Losung des Anfangswertpro-
blems

0 ! T 0? 1 T 0?
a(I(tal‘ay) - 5 Z(UU )’Lk(x) 81171,6.’L'k q(t,x,y) + 5 g(bb )’Lk(‘r) ayzayk Q(t,$,y)
82
+ZV q(t,z,y) +Z§k:ab it (%) g5t 7,9)

q(0,2,y) = Q(w,y),
wenn ¢ die folgende probabilistische Darstellung

q(t,z,y) = E-(Q(&(1)))

hat.

Mit (42) ist damit in der Feynman-Kac-Formel die Bedingung an das Potential gegeniiber
[Bor00] deutlich abgeschwécht. Schliefllich erweitern wir im letzten Abschnitt des Kapitels
4 die Klasse der zulissigen Anfangsbedingungen: Wir verlangen, dass fiir alle ¢ > 0 die
Funktion exp(—¢|z|?)f(z) in H?2(R") liegt, wobei

H>?(R") := {ge L*R"): fir |s| <2 gibt es ¢ € L*(R*) mit ¢(© = g und
[ gO%eds = (-1)F1 [ geds, v € o)
n Rn
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ist. Dann erhalten wir, allerdings nur fiir den Fall der Brownschen Bewegung wieder die
Feynman-Kac-Formel: Die durch

t
m(t, z) = lilsc(f(B(t))exp(/0 V(B(s))ds))

gegebene Funktion ist die Losung des Anfangswertproblems

2
%m(t, z) = % Z aa—w%m(t,w) + V(z)m(t, z),
m(0,z) = f(z).

Im fiinften Kapitel betrachten wir die Feynman-Kac-Formel im Hilbert Raum L?(R")
als Exponentialoperator e *#. Sie gilt fiir alle auf Seite 3 genannten Potentiale. Nun
kombinieren wir die Bedingungen des Potentials, die in [Sim00] und in [RS75] stehen,
namlich: Sei V = V; + V;, wobei V; € L?(R?) ist und V5 die Funktion mit Eigenschaft
(42) ist und sei H = Hy+V; Hy = —3A. Dann ist

¢
(e f)(2) = Ex(f(B(t))eXP(—/O V(B(s))ds))
fiir alle f € D(e ).

Dieses Resultat ist die Folgerung von Theorem 1.10 mit A = 0 und Remark 1.2 ii) in
[BLMO4].

1.3 Notation

Die in der Arbeit verwendeten Bezeichnungen sind weitgehend immer dieselben. Im An-
hang befindet sich eine Tabelle der wichtigsten verwendeten Symbole. Bei der Brownschen
Bewegung B taucht die Zeit ¢ der Brownschen Bewegung entweder als unterer Index By
oder als B(t) auf.



2 Diffusionsprozesse und h-harmonische Morphismen

2.1 Diffusionsprozesse

In diesem Teil wird der Begriff des Diffusionsprozesses eingefiihrt und es werden diejenigen
Eigenschaften solcher Prozesse aufgelistet, die wir im Folgenden verwenden werden. Die
Darstellung ist an Kapitel 12 in [WW90] von v. Weizsicker und Winkler angelehnt.

Definition 2.1 Es bezeichne S die Menge der symmetrischen, nicht-negativ definiten
n x n-Matrizen. Seien b : Rp xR — R* und a : Ry x R* — ST mefbar und auf
kompakten Teilmengen von Ry x R" beschrdankt. Definiere den Differentialoperator Ly

durch
“p(x)
Lip(= Z bilt Z Barzaa:]

i,j=1
fir alle p € T := CX(R™).
Sei nun (Q,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Filtration (F;)¢>0. Dann heifft X :
[0,00) x @ — R" ein Diffusionsprozess, falls folgende Bedingungen erfillt sind:

(i) X ist ein (F;)-adaptierter, f.s. stetiger stochastischer Prozess.
(ii) Es gilt

1}51(} %E((P(Xt-i—h) — (X4)|Ft) = Lyp(Xy) f.s.

fiir alle t > 0 und alle p € T.
(15i) X besitzt die starke Markoveigenschaft, d.h. fir jede endliche Stoppzeit S und jede
beschrinkte, o(Xgipn|h > 0)-mefbare Funktion ® : Q@ — R gilt

B(2|F]) = B(3|Xs).

b heifit Drift und a Diffusionsmatrix von X. Die Elemente des Raumes T heiflen Test-
funktionen.

Der néchste Satz in [WW90] (Theorem 12.1.8) besagt, dass sich Diffusionsprozesse zum
Beispiel als Losungen stochastischer Differentialgleichungen konstruieren lassen.

Satz 2.1 Seien b: Ry x R* — R" und 0 : R, x R* — R**4 stetige Abbildungen, die
folgende Lipschitz-Bedingung erfillen: Fir jedes t* < oo gibt es ein ¢ € Ry, so dass

|b(ta$) - b(tal‘,)‘ < C|J,‘ - .’I)I|,

|0'(t,£13) - U(ta $’)| < C|£C - $’|

fiir alle t € [0,t*] gilt. B = (B',..., BY) sei eine d-dimensionale Brownsche Bewegunyg.
Dann hat das Anfangswertproblem zu der stochastischen Differentialgleichung

dX; = b(t, Xt)dt + U(t, Xt)dBt (1)

fir jede Anfangsbedingung X, eine (pfadweise, f.s.) eindeutig bestimmte Losung X : Ry X

Q — R™. Falls Xy zweite Momente besitzt, ist dieser Prozess ein Diffusionsprozess mit

Drift b und Diffusionsmatriz oo’ .
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Aus der pfadweisen Eindeutigkeit der Losung der stochastischen Differentialgleichung im
letzten Satz folgt auch die schwache Eindeutigkeit (sieche [WW90], Theorem 12.4.4):

Satz 2.2 (Yamada, Watanabe) Sind die Drift b: Ry x R* — R" und die Diffusionsmatriz
o:Ry x R* — R"*? der stochastischen Differentialgleichung

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt

so gewdhlt, dass es fiir jede Anfangsbedingung Xo und jede (F;)-Brownsche Bewegung eine
(pfadweise) eindeutig bestimmte Losung gibt, so ist die Losung schwach eindeutig, d.h.
je zwei Losungen mit derselben Anfangsverteilung L(Xo) haben auf C([0,00),R") dieselbe
Verteilung.

Setze a(t,r) = (00l)(t,x). Durch direktes Nachrechnen (siche [WW90], Lemma 12.1.1)
erhdlt man

dX'dX7 = a;;(t, X)dt.

Ist X eine Losung von (1), so ist X nach Satz 2.1 unter geeigneten Voraussetzungen ein
Diffusionsprozess. Der zugehorige Differentialoperator ist

Lip(w Zb 8:51 + Z a5t Bmza(mj

i,j=1

fiir alle ¢ € T := C(R").

Nun betrachten wir statt der Testfunktionen ¢ € CZ°(R™) die glatten raum-zeit-Testfunktio-
nen p € CH2(R, x U), wobei U eine offene Teilmenge von R" ist

Folgender Satz ist die It6-Formel fiir glatte Funktionale der Losung X von (1). Diesen
Satz brauchen wir spéter, um die Feynman-Kac-Formel in [WW90] zu beweisen.

Satz 2.3 Sei X die Losung der stochastischen Differentialgleichung (1). Weiter sei U C
R eine offene Menge, wenn P(Xy; € U) = 1 fiir alle t und ¢ € CH?(Ry. x U) ist, dann
folgt

0 9p(s, X;s)
(,o(t,Xt)—<,0((),X0)—/((9 + Ly)p(s, Xs) ds-zzljzl/ 0ij(s, Xs) i D8 GBI. (2)
Beweis. Aus der It6-Formel haben wir

n ) 1 n ] )
do(t,X;) = Owp(t,Xp)dt + Y Oup(t, X1)dX] + 5 > 8i050(t, Xy)dX{dX]
i=1 i,j=1

n d
= Oup(t, Xo)dt + ) uep(t, Xo) (bi(t, Xe)dt + ) 0ij(t, X1)dBY)
=1 j=1

1 n
+5 D (007 )it X)di0j00(t, X, )dt
d

= B+ Lo)p(t, X)dt+ Y > 0ij(t, Xo)dip(t, X;)dB],
i=1 j=1
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wobei

L _Zb8+ Z o000

1,J=1

d
Z Uzkayk
k=1

und

ist. Also ist
9 n d t ( )
<,0(t,X,;)—(p(O,XO)—/((9 + Ls)p(s, Xs) ds—;;/o oij(s, Xs) o, 0 B,
Als Summe von stochastischen Integralen ist die rechte Seite ein f.s. stetiges lokales Mar-
tingal. [ |

Es folgt eine Anwendung dieses Satzes.
Sei U C R" eine offene Menge. Eine Funktion ¢ € CY3(R, x U) wird als raum-zeit
harmonische Funktion fiir den Operator (9; + L;) bezeichnet, wenn

(8,5 + Lt)<p = 0
ist.

Korollar 2.1 Sei X die Liosung der stochastischen Differentialgleichung (1) und sei ¢
eine raum-zeit harmonische Funktion fir den Operator (0; + Ly). Daraus folgt, dass der
Prozess (p(t, Xt))i>0 ein lokales Martingal ist. Weiter, wenn die Familie

{p(S,Xs):0< S <t, S Stoppzeit}
gleichmdflig integrierbar und Xy = = fast sicher ist, dann ist
©(0,2) = Eq(p(t, Xy))-
Um dieses Korollar zu zeigen, brauchen wir folgendes Lemma.
Lemma 2.1 Sei M ein lokales Martingal und sei T eine Stoppzeit. Wenn die Menge
{Mg : S <T, S beschrinkte Stoppzeit}

gleichmdfig integrierbar ist, dann folgt, dass (Miar)i>0 ein durch My abgeschlossenes
Martingal ist.

Beweis. (siche [WW90], Lemma 4.2.3) |
Nun beweisen wir Korollar 2.1.

Beweis. Weil ¢ eine raum-zeit harmonische Funktion fiir den Operator (9; + L) ist, folgt
aus Gleichung (2)

dp(s, Xs)
o(t, Xy) — (0, Xo) ZZ/ oij (s, Xs) =5 - )

i=1 j=1
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Also ist (p(t, Xt))i>0 ein lokales Martingal. Weil die Familie {¢(S,Xg) : 0 < § <
t, S Stoppzeit} gleichmiBig integrierbar und Xy = z f.s ist, folgt aus Lemma 2.1, dass
der Prozess (¢(s, Xs))s>0 ein Martingal bis zur Zeit ¢ ist. Daraus folgt

EI(‘P(ta Xt)) = (»0(0, LE)

Unter geeigneten Bedingungen ist die rechte Seite von (2) — und damit auch die linke
Seite der Gleichung — sogar ein Martingal. Der nichste Satz (siche [WW90], Theorem
12.1.4) gibt dafiir ein hinreichendes Kriterium an.

Satz 2.4 Sei X die Lisung der stochastischen Differentialgleichung (1) und sei U C R"
eine offene Teilmenge mit P(X; € U) = 1 fiir alle t > 0. Weiter erfiille die Funktion
0 € CY2(Ry x U) die Bedingung

t
B( /0 (045 (5, X, )Bup(s, X,))2ds) < o0

fir allei € {1,...,n}, j € {1,...,d} und t > 0. Dann ist der Prozess

t
X7 = plt, X0) — 0(0.Xo) — [ (0,+ L)l X,)ds
0
ein Martingal.
Daraus ergibt sich folgendes Korollar.

Korollar 2.2 Mit denselben Voraussetzungen wie in Satz 2.4 haben wir

(5, X0) = Bp(t, %) — [ G+ Ludplu, X)),

wobei s < t ist, bzw.
t+h
E(p(t + by Xean) — o(t, X0)|F) = B / (90 + Lu)p(u, Xo)dulF), b > 0.
t

Diese Umformulierung von Satz 2.4 nennt man Dynkin-Formel. Aus dieser Formel erhalten
wir folgende Proposition.

Proposition 2.1 Sei X ein Diffusionsprozess, der die Voraussetzungen wie in Satz 2.4
erfillt und die Funktion ¢ € CY2(Ry x U) erfiille die Dynkin-Formel. Die infinitesimalen
Parameter b und o haben eine gemeinsame Stetigkeit in der Variablen t und . Fire >0
sei die Familie

((0s + Ls)p(s, XS))tSSSt-l-E

gleichmdfig integrierbar. Dann ist

o1
}llli)% EE((p(t + haXH-h) - <P(ta Xt)|-7:t) = (at + Lt)‘P(ta Xt) fS
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Beweis. Es folgt aus der Stetigkeit der Funktionen ¢, b, 0 und der Pfade, dass die Abbil-
dung t — (0; + Ly)e(t, X;) stetig ist. Aus dem klassischen Fundamentalsatz der infinite-
simalrechnung im Kalkiil folgt

) 1 t+h

lim —- (0s + Ls)p(s, Xs)ds = (O + Li)p(t, Xz).

h—0 t
Weil die Familie ((0s + Ls)@(s, Xs))i<s<t+e gleichméBig integrierbar ist, folgt aus der
Dynkin-Formel

. 1 ) 1 t+h
lim “B(p(t + hy Xon) — o(t, X)|F) = limB(- / (8 + Ly)p(s, Xo)ds| Fy)
h—0 h h—0 h J,

= (0¢+ Li)op(t, Xy).

Weiter beschreiben wir eine alternative Form der starken Markoveigenschaft.

Seien wieder b und o lipschitzstetig. Gleichung (1) besitzt dann fiir jede Brownsche Bewe-
gung eine eindeutig bestimmte Losung mit der Anfangsbedingung Xy = z € R”. Nach dem
Satz von Yamada und Watanabe ist die Verteilung der Lésung auf C([0, 00), R") eindeutig
bestimmt (Die Stetigkeit des Prozesses erreicht man, indem man den zugrundeliegenden
Wahrscheinlichkeitsraum einschrénkt: Statt 2 betrachtet man Q|N mit der induzierten
o-Algebra. Dabei ist N die Nullmenge, fiir die die Pfade unstetig sind.). Im Folgenden
schreiben wir fiir diese Verteilung P, und bezeichnen den Erwartungswert beziiglich P, mit
E;. Man erhilt nun eine alternative Form der starken Markoveigenschaft (siche [WW90],
Theorem 12.5.1).

Satz 2.5 Sei (Q,B(2),P) ein polnischer Wahrscheinlichkeitsraum mit Filtration (F;)¢>o
und sei X eine stetige Losung der Gleichung

dX; = b(Xt)dt + O'(Xt)dBt.
Weiter sei S eine Stoppzeit und f : C([0,00),R") — R Borel-mefbar. Dann gilt
E(f(Xs1)IFg) = Exs(f) f-5.

Wenn wir im Folgenden die Verteilungen P, oder die zugehtrigen Erwartungswerte E,
verwenden, so setzen wir stets voraus, dass {2 ein polnischer Raum ist. Aus diesem Satz
erhilt man einen Zusammenhang zwischen den Maflen P, auf dem Pfadraum und den
bedingten Erwartungen E(-|F;") auf . Ist f : C([0,00),R") — R mefbar, so gilt

Ex,(f) = B(f(X)|F)) fs.
und damit

E(Ex,(f)) = E(f(X.)).

Mittels der Erwartungswerte (E;)zcrn, die der Drift b und der Diffusionsmatrix o zuge-
ordnet sind, kann man eine Operatorhalbgruppe definieren. Dies geschieht im n#chsten
Satz (sieche [WW90], Theorem 12.5.3).
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Satz 2.6 Seien b: R — R und o : R* — R" ¢ [ipschitzstetig. Dann wird durch

Prp(z) := Eg(p(X1))
fiir alle x € R™ eine Operatorhalbgruppe auf dem Banachraum Cy(R™) definiert.

Der Raum C?(R") ist im Definitionsbereich des infinitesimalen Generators der Halbgrup-
pe enthalten und auf diesem Raum stimmt der Generator mit dem Generator L:

n

Lo(a) = Y bi)oip(a) + 5 3 (00" )ii(x)did0la)
1=1

ij=1

fiir alle p € C?(R") iiberein.

Im Folgenden betrachten wir meist Prozesse mit lipschitzstetiger Drift und Diffusionsma-
trix, um die gerade konstruierte Halbgruppe verwenden zu koénnen.

Die Verteilung von Diffusionsprozessen auf C(Ry,R") hat oft eine Dichte beziiglich des
Wienermafles. In manchen Situationen kann man diese mittels der Girsanov-Formel (siehe
[WW90], Theorem 10.2.1) bestimmen:

Bezeichnung. B bezeichne die Klasse aller Prozesse, die f.s. gleich einem lokal be-
schrinkten, vorhersagbaren (engl.: predictible) Prozess sind.

Satz 2.7 (Girsanov) Sei (Q,F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Filtration (Ft)i>o,
B eine (F;)-Brownsche Bewegung und H € B. Setze fiir alle t > 0

t 1 t
Zy := exp( / HydB; — 5 / HZds). (3)
0 0

Zuletzt sei T eine Stoppzeit, so dass Z. a7 ein durch Zr abgeschlossenes Martingal ist, und
Q das durch dQ) = Z7dP definierte Majf$. Dann ist der Prozess B* mit

tAT
B} := Biar — Hgds
0

fir alle t > 0 eine in T gestoppte (F;)-Brownsche Bewegung auf dem Raum (Q,F, Q).

In diesem Satz startet B als (F;)-Brownsche Bewegung im Ursprung. Dies stellt aber
keine Einschrinkung dar: Sei nimlich B eine (F;)-Brownsche Bewegung mit beliebiger
Startverteilung £(Bg). Dann ist B. = B. — By eine Brownsche Bewegung, die in Null
startet, und man kann obigen Satz auf B anwenden. Da der Wert eines stochastischen
Integrals nur von den Zuwéchsen des Integrators abhingt, ist f(f H Sst = f(f H,dB; und
man kann in Z weiterhin B statt B schreiben. Ist Z ein Martingal, so liefert der Satz,

dass B* mit
tAT tAT

B} := Bjap — H,ds = By — By — H,ds
0 0

fiir alle t > 0 eine (F;)-Brownsche Bewegung beziiglich @ ist, und man erhilt, dass
AT

B*:= B* 4 By = B — Hds
0
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eine in 7" gestoppte (F;)-Brownsche Bewegung beziiglich @ mit Startverteilung £(By) ist.
Also gilt der Satz unverdndert auch fir (F;)-Brownsche Bewegung mit beliebiger Start-
verteilung.

Korollar 2.3 Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Filtration (F;);>o sowie B
eine (Fy)-Brownsche Bewegung. Weiter sei X eine Lésung der stochastischen Differenti-
algleichung

dX; = b(t, Xy)dt + dBy.

Weiter sei Z der durch

t 1 [t
Zy = eXP(/ _b(SaXs)st - 5/ b(S’XS)st)
0 0

fir alle t > 0 definierte Prozess und T > 0, so dass Z.ar ein durch Zr abgeschlossenes
Martingal ist. Ist op : C(Ry,R") — R eine Fr-mefSbare Abbildung mit

T T
or(X) = exp(/o b(s, Xs)dX, — %/0 b(s, X,)%ds) P-f.s.,

so gilt

P(X € 4) = / ordW
A
fiir alle A € Fr.

Beweis. Es gilt
t
Xt = Bt + / b(S,XS)dS
0
fiir alle t > 0. Wendet man die Girsanov-Formel fir Hy = b(s, X;) an, so ergibt sich, dass

X eine in T gestoppte (F;)-Brownsche Bewegung auf dem Raum (€2, F, Q) ist, wobei @
das durch d@ = ZpdP mit

T 1 T
i = exp( / ~b(s, X,)dB, ¢ / b(s, X,)2ds)
0 0
definierte Ma$B ist. Weiter gilt
dB; = dX¢ — b(t, X;)dt.

Also ist
T T 1 T
dQ = exp(/ —b(s,Xs)dXs+/ b(s,X3)2ds—§/ b(s, X;)2ds)dP
0 0 0

T 1 T
= exp( / —b(s, Xs)dX; + 5 / b(s, X,)*ds)dP.
0 0
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Man erhilt nun
f«)(EE[D = /fl{XEA}dP
T 1 T
- /1{X€A} exp(/o b(s,Xs)dXs—§/0 b(s, X)?ds)dQ
= [140er(x)dQ
— [Liwer)aw)

= / ordW
A

fir alle A € Fr. ]

Um die Girsanov-Formel anwenden zu kénnen, benttigt man Kriterien, um zu entscheiden,
ob Z.r ein Martingal ist. Folgender Satz gibt eine hinreichende Bedingung dafiir an.

Satz 2.8 Sei Z ein nicht-negatives stetiges lokales Martingal. Weiter sei T eine Stoppzeit,
so dass P(Zy > 0) =1 und E(Zr) = E(Zy) ist. Dann ist der Prozess Z.r ein durch Zr
f.s. strikt positives abgeschlossenes Martingal.

Beweis. (siehe [WWY0], Proposition 10.2.3) ]

Eine hinreichende Bedingung erhilt man auch aus Novikov-Kriterium (siehe [LS77], Theo-
rem 6.1).

Satz 2.9 (Nowvikov) Sei B eine d-dimensionale (F;)-Brownsche Bewegung und H sei ein
adaptierter, f.s. requldrer, f.s. linksstetiger Prozess mit

1 [T
E(exp(E/ H2ds)) < o0
0
fiir alle T > 0. Dann ist der durch (3) definierte Prozess Z ein Martingal.

Aus dem Satz von Novikov erhélt man auch folgendes Kriterium, das als Korollar 3.5.16
in [KS91] steht.

Satz 2.10 (Benes) Sei (0, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Filtration (F;);>o und
sei B eine d-dimensionale (F;)-Brownsche Bewegung. Weiter sei H ein adaptierter, f.s.
requldrer, f.s. linksstetiger Prozess mit Werten in R*. Fir alle T > 0 gebe es eine
Konstante Kr, so dass P-f.s.

|Hy| < Kz( sup |By| +1)
0<s<T

fir alle t € [0,T] gilt. Dann ist der Prozess

t 1 t
Z; = exp( / HydB; — 5 / HZds)
0 0

fiir alle t > 0 ein Martingal.
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Korollar 2.4 Sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Filtration (F;)i>0 und sei B
eine (F;)-Brownsche Bewegung. Weiter sei z € R" sowie X eine Lisung der stochastischen

Differentialgleichung
dXt == b(t, Xt)dt + dBt,

wobei b: Ry x R* — R™ lipschitzstetige Drift und Xo = z f.s. ist. Dann ist der durch
t 1 i
Zy = exp(/ —b(s, X,)dBs — 5/ b(s, X,)?ds)
0 0

fir alle t > 0 definierte Prozess Z ein Martingal.

Beweis. Sei z € R” und sei w € C(R;,R™). Weiter sei z die Losung der (gewohnlichen,
deterministischen) Differentialgleichung

d.’L‘t == dwt + b(t, $t)dt (4)

fir alle ¢t > 0. Nach Voraussetzung ist b lipschitzstetig, so dass es fiir jedes T' < oo ein
k> 0 mit |b(t,z)| < k(Jz¢| + 1) fiir alle ¢ € [0, 7] gibt. Folglich gilt

b(t, z)| < K(|ze +1)

t
< Ek(|lwe] + || +/ |b(s, zs)|ds + 1)
0
t
= Kl 412+ 1) + / Klb(s, z)|ds
0

und mit dem Gronwall-Lemma (Hilfssatz in [WA86]) erhilt man die Abschétzung

IN

t t
|b(t, z¢)| E(|lwe] + |2] + 1) +/ kk(|Jws| + |z| + 1) exp(/ kdr)ds
0 ]

IA

E( sup |ws|+|2z| + 1)+ k( sup |ws| + |2 + 1)(ekt -1)
0<s<T 0<s<T

AN

E(|z| + l)ekT( sup |ws| + 1)
0<s<T

fir alle t € [0,7T7]. Also gilt

b(t,z:)| < k(z| + 1) ( sup |wy +1)
0<s<T
fiir alle ¢ € [0,T]. Da ¢t — t von lokal endlicher Variation ist, ist b(¢, X;)dt eine Version
von [ b(s, Xs(w))ds und damit geniigt ¢ — X;(w) fiir P-fast alle w der Gleichung (4) mit
w = B(w). Also gilt

| —b(t, X3)| < k(2| + 1)e*T( sup |B,|+1) fs..
0<s<T

Damit kann man den Satz von Benés anwenden und erhilt, dass Z ein Martingal ist. ®
Eine weitere Anwendung der Girsanov-Formel besteht darin, die schwache Lésbarkeit von

stochastischen Differentialgleichungen zu zeigen. Zu diesem Zweck muss man einen Wahr-
scheinlichkeitsraum und einen Prozess auf diesem Raum konstruieren, so dass der Prozess
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die vorgegebene Gleichung 16st.

Satz 10.2.5 in [WW90] liefert eine Version der Girsanov-Formel, bei der man eine Brown-
sche Bewegung anstatt einer gestoppten Brownschen Bewegung erhélt.

Satz 2.11 Sei Q = C(Ry,R") und sei B die Brownsche Bewegung auf (2, B(Q), W) und
(.7-}),520 die natirliche Filtration von B. Weiter sei H € B, so dass der Prozess

t 1
1
Z; = exp(/ H,dB, — 5/ HZds)
0 0

ein Martingal ist. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaf8 Q auf
F, so dass dQ = ZdW auf F; fiir alle t > 0 gilt, und

B’ :B.—/ Hds
0

auf dem Raum (0, F,Q) eine (F;)-Brownsche Bewegung ist.

Sei nun B die Brownsche Bewegung und Z das exponentielle Martingal von f(f —b(s, X5)dBs
bzw.

t 1 rt
Zy = exp(/ —b(s, X5)dBs — 5/ b(S,XS)ZdS)
0 0

fiir alle ¢ > 0. Weiter sei b so gewéhlt, dass Z ein Martingal ist. Dann ist nach der
Girsanov-Formel in der Form von Satz 2.11, der Prozess B* mit

t
B} :Bt+/ b(s, Xs)ds
0

fiir alle ¢ > 0 eine Brownsche Bewegung auf (C(Ry,R"),F,Q) und nach der Definition
von B* ist B auf diesem Raum eine Losung der stochastischen Differentialgleichung

dB, = —b(t, X,)dt + dB}.

Im folgenden Teil stellen wir eine explizite Formel des Generators einer (zeitlich homo-
genen) It6-Diffusion dar, die wir spéter sehr oft zum Beweis der Feynman-Kac-Formel
verwenden werden.

2.2 Generator der (zeitlich homogenen) It6-Diffusion

Definition 2.2 Fine (zeitlich homogene) Ité-Diffusion ist ein stochastischer Prozess
Xi(w) = X(t,w) : [0,00) x Q@ = R™, der die stochastische Differentialgleichung

dX; = b(Xy)dt + o(X)dBy, t > s; Xs =1z (5)

erfillt, wobei B eine d-dimensionale Brownsche Bewegung ist und die Abbildungen b :
R* -5 R", o : R* — R"*¢ die Bedingung

[b(z) = b(y)| + |o(z) —o(y)| < D]z —y|

fiir alle ,y € R™ und geeignetes D > 0 erfiillen. Hierbei ist |o|> = doij |oi;|2.
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Definition 2.3 Sei X; eine (zeitlich homogene) Ité-Diffusion auf R™
dX; = b(Xy)dt + o(Xy)dBy, t > s; X5 = x.

Der (infinitesimale) Generator A von X wird als

_ i Ba(f(Xy)) — f(2)
Af(z) = lim "

t—0

, x €R?
definiert.

Die Menge der Funktionen f : R* — R in C%(R"), so dass der obige Grenzwert in x
existiert, wird als D4(z) bezeichnet. Die Menge der Funktionen, fiir die der Grenzwert
fiir alle z € R" existiert, wird als D4 bezeichnet.

Folgendes Lemma brauchen wir spiter, um den Zusammenhang zwischen dem Generator
A und den Koeffizienten b, o in der stochastischen Differentialgleichung (5) zu zeigen.

Lemma 2.2 Sei Y; =Y,” ein It6-Prozess auf R" mit

V¥ (w) =z + /Otu(s,w)ds + /Otv(s,w)st(w),

wobei B eine d-dimensionale Brownsche Bewegung ist. Sei f € C*(R") und sei T ei-

ne Stoppzeit beziiglich der natirlichen Filtration der Brownschen Bewegung {ffd)} mat
E;(7) < co. Seien u und v beschrinkt auf dem Trdger von f. Dann ist

E;(f(¥r))

T 2
— f(z) + B /0 » ui(s,y;(w))ag(;ﬁs) N %Z(UUT)ij(s,y;(w))%mf gf]?)ds), (6)
i ¢ ij ?

wobei By der Erwartungswert beziglich der natirlichen Verteilung Py von Yy mit Yy =z
18t:
Pw(Ytl € Fy, ,Y;gk € Fk) = PO(th € ’Ytg;f € Fk),

wobei Fy, 1 € {1,2,...,k} die borelschen Mengen sind.

Beweis. Setze Z = f(Y'). Aus der It6-Formel folgt

af (
dz = Z gxz Z 8:1:2 dY,-de
_ OfY)
— Z o0 5 ;( "T)”a &EjdﬁZ sz

Folglich ist

t 2
100 = 100+ [[(CuEE 1 55 ey gL

%]
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Nun bilden wir den Erwartungswert E; in (7) und erhalten

B.(f(%) = o)+ Bol [ (C il 2 20 L)

0
-+§:§:E)‘/Tm 6f()dB) (8)

Wenn g eine beschrinkte borelsche Funktion mit |g| < M, M > 0 ist, haben wir fiir alle
keN

TNk k
E,( /0 4(¥,)dBy) = Eqf /O Xis<ryg(Ya)dBy) =0,

weil g(Y5) und x{,<r} meBbar sind. Weiter gilt

TNk TAk
B, (( /O 9(Y2)dB,)?) = Bq /O G2 (Y2)ds) < M2E,(r) < co.

Deshalb ist die Familie { [ T/\k Y;)dBs}y gleichmifig integrierbar beziiglich P,. Daraus
folgt

TNk TNk T
0= Jim B[ g(¥)aB) = Bo(lim [ g(v)dB) = Ba( [ g(¥3)aBy).

k—o00 k—oo Jo

Kombinieren wir dies mit Gleichung (8), so folgt die Behauptung. ]

Dieses Lemma gibt direkt die Formel fiir den Generator einer (zeitlich homogenen) It6-
Diffusion.

Satz 2.12 Sei X; eine (zeitlich homogene) Ité-Diffusion auf R"
dX; = b(Xt)dt + O'(Xt)dBt.

Wenn f € C2(R™) ist, dann ist f € Da und es gilt

0 f(z
Z bil@ 8:17, Z 31{(;3:3 ' 9)

Beweis. Dies folgt aus Lemma 2.2 mit 7 = ¢ und der Definition von A. [

Beispiel 2.1 Die n-dimensionale Brownsche Bewegung ist die Lisung der stochastischen
Differentialgleichung
dX; = dBy,

d.h. wir haben b = 0 und o = I, (die n-dimensionale Einheitsmatriz). Der Generator von
By ist also

,fEC%W3

bzw. A= %A, wobei A der Laplace—Opemtor ist.
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Wenn wir die Gleichungen (6) und (9) kombinieren, erhalten wir die Dynkin-Formel.

Satz 2.13 (Dynkin-Formel) Sei f € C%(R") und sei T eine Stoppzeit mit E;(1) < oo.
Dann ist

,
B(f() = f(@) + Bol | AF(X,)as).

Im néichsten Teil beschreiben wir den h-Prozess, der durch eine stochastische Differential-

gleichung gegeben ist. Seine Verteilung besitzt eine explizit beschreibbare Dichte beziiglich

des Wienermafles, die wir spéter fiir eine andere Art des Beweises der Feynman-Kac-Formel

benutzen kénnen. Ausserdem zeigen wir im letzten Abschnitt dieses Teils die Transfor-

mationsformel fiir h-harmonische Morphismen.

2.3 h-harmonische Morphismen

Definition 2.4 (h-harmonische Funktion) Sei h € C*°(M) eine Funktion mit h(z) > 0
fiir alle z € M, wobei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit ist. Eine Funktion u € C?(M)
heifit h-harmonisch, falls

Apu — 2(Viogh,Vu) =0

gilt.

Definition 2.5 (h-harmonischer Morphismus) Seien M, N Riemannsche Mannigfaltig-
keiten. FEine stetige Abbildung ® : M — N heifit h-harmonischer Morphismus, falls fiir
alle auf einer offenen Menge V. C N harmonischen Funktionen f :V — R die Funktion
fo®:2 YV) = R auf ®~Y(V) h-harmonisch ist.

Proposition 2.2 & = (®!,...,®") : RY — R ist ein h-harmonischer Morphismus genau
dann, wenn eine nicht-negative Funktion ) : RV — R, existiert, so dass

(i) Ay ®* —2(Vlogh, VOF) =0,

(i3) (VO*, V&) () = \(x)6*

ist.

Beweis. (siehe [Fug78], Ch.12, p.140 f.) [ |

Definition 2.6 (h-Prozess) Der durch
t
Xh.= B, —/ V log h(B;)ds (10)
0
gegebene Prozess auf RN heifit h-Prozess mit Startpunkt .

Aus Proposition 2.2 erhélt man folgendes Lemma.

Lemma 2.3 Sei ® : RN — R" ein surjektiver h-harmonischer Morphismus und sei X,
der h-Prozess aus (10). Dann geniigt Yy := ®(X}) der stochastischen Differentialgleichung

dY}F = VoF(X,)dB;.
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Beweis. Aus der It6-Formel und Proposition 2.2 folgt

10%0%(Xy) i wi

Yy = VOR(Xy)dX; + s dX[dX]
1

= V&®*(X;)(dB; — Vlog h(By)dt) + §A<I>k(Xt)dt

= V&F(X,)(dB; — Vlog h(By)dt) + VO¥(X;)V log h(B;)dt

Die Verteilung des h-Prozesses besitzt eine explizit beschreibbare Girsanovdichte beziiglich
des Wienermafles. Diese wird jetzt ausgerechnet.

Satz 2.14 (Girsanovtransformation) Ist
t 1 t
Zy = exp(/ Vlog h(B,)dB, — 5/ |V log h(B;)|?ds) (11)
0 0

ein P-Martingal, so ist X' eine Brownsche Bewegung beziiglich Q, wobei
fir alle t ist.

Beweis. (siehe [RW87], (38.9) Theorem, p.82) ]

Lemma 2.4 Die Girsanovdichte in (11) lisst sich umschreiben zu

h(B)

t
t
exp(— /0 W (B)ds),

7= 1(By)

wobei W (z) := (|Y212 + %)(av) ist.
Beweis. (siehe Gleichung (36)) ]
Bezeichnung. W heifit im Folgenden das h-Potential.

Nun zeigen wir die Transformationsformel fiir A-harmonische Morphismen. Aber zunéchst
stellen wir noch eine Proposition dar, die wir zum Beweis der Transformationsformel fiir
h-harmonische Morphismen benétigen.

Proposition 2.3 Sei ,
(t) = / AXMYds
0

mit (VO®',V®)(z) = \x)6¥ die Zeittransformation. Sei weiterhin D, gegeben durch
D, = XQT), wobei t(1) := inf{s > 0|7(s) = 7} ist. Dann stimmen ®(D;) und B, in
Verteilung uberein.
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Beweis. (siehe [@ks90], Theorem 2, p.218) |

Lemma 2.5 (Transformationsformel fiir h-harmonische Morphismen) Sei ® : RV — R»
ein surjektiver und eigentlicher h-harmonischer Morphismus sowie uy € Co(R™). Dann ist

o0 t
dtug(By) exp(— /0 (€ + CV)(Bs)ds))

0

o * h’(Bt) ¢ *
B s u(B) (G en(= @+ @V WIBI), (12

wobei (&,¢) € K mit K := {(£,¢) € C?|Re(¢) > 0, Re(& + Cy¢) > 0} ist. V ist ein nach
unten beschranktes Potential, d.h. fir Cy € R ist V(z) > Cy fiir alle x € R".

Beweis. Aus Proposition 2.3 und Satz 2.14 sowie Lemma 2.4 erhalten wir
Bl | drun(B) exp(= [+ CV)(Bo)do)
— B[ drus @)(Xt’zf))exm— [ (€ evomxtyao)
_ / (XL )dt(ug © @) (X)) exp(— / X ) )ds(& +CV 0 B)(XE )

= Ba( [ dittuo(X)exp(- / ds(EA+ (V) (X))

0
h(B)
h(Bo)

_ By /0 " a0 o (By) (1B ) exp(— /0 €0+ (B 4+ W) (Ba)ds),

wobei E der Erwartungswert beziiglich der Verteilung Q von X} ist und die Funktion
®* : C(R*) — C(RM) als ®*ug(x) := A(z)(ug o ®)(z) definiert. |

Bemerkung 2.1 E,(f;° dtug(B;) exp(— fo &+ CV)(Bs)ds)) < oo (siehe [Wit97], Folge-
rung 4.5).

Wenn &*V = c € R in Lemma 2.5 ist, erhilt man folgendes Korollar.

Korollar 2.5 Fulls ®*V = c € R ist, so folgt unter den Voraussetzungen von Lemma 2.5

o0 t
Eq /0 dtuo(By) exp(— /0 (€ +CV)(By)ds))

(

* i (o B o

Ba( | a0 u0(B) G o)) exol— [ (g + Cot W(By)ds)
)

fiir alle (¢€,¢) € L:={(&,¢) € C*|cRe(¢) > 0, Re(¢

> 0}.
Beweis. Wenn
*V(z)=c

ist, dann folgt
c

(Vod)(z)
Wenn wir in (12) &*V(z) = ¢ und A(z) = (Vo«%)(z) setzen, so folgt die Behauptung. m

AMz) =
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3 Die klassische Feynman-Kac-Formel

In diesem Kapitel beschreiben wir verschiedene klassische Darstellungen der Feynman-
Kac-Formel, die wir aus verschiedenen Biichern entnehmen. Es ist bekannt, dass die
Feynman-Kac-Formel fiir beschrinkte Potentiale immer gilt. Ausserdem gilt sie auch
fiir stetig beschrinkte Anfangsbedingungen. In diesem Fall betrachten viele Autoren die
Feynman-Kac-Formel entweder als Losung der partiellen Differentialgleichung oder als ei-
ne stark stetige Halbgruppe P). Wir zeigen in diesem Kapitel, dass diese Darstellungen
dquivalent sind.

Neben den Unterschieden bei den Bedingungen an die Potentiale und Anfangsbedingungen
wird die Feynman-Kac-Formel in der Literatur auch fiir unterschiedliche Prozesse formu-
liert. Manche beschrinken sich auf die Brownsche Bewegung, andere betrachten einen
Diffusionsprozess oder einen Feller-Dynkin-Prozess.

Die in diesem Kapitel gewihlte Darstellung wird in einigen Punkten spéiter in der Arbeit
verallgemeinert.

3.1 Die Feynman-Kac-Formel als eine stark stetige Halbgruppe

Zuerst stellen wir die Darstellung der Feynman-Kac-Formel aus [Szn98] vor.

1. In [Szn98] wird die Feynman-Kac-Formel mit Halbgruppen hergeleitet und folgende
Situation wird betrachtet:

Sei B eine d-dimensionale Brownsche Bewegung auf dem Raum C(R, ,R?) der stetigen
Funktionen von R, nach R¢ und sei (6¢)¢>0 der kanonische Shift auf diesem Raum. Weiter
sei P, das WienermaB mit Anfangspunkt z € R? und E, der zugehérige Erwartungswert.

Die Brownsche Dichte ist
2
_d Yy—z
p(u,z,y) = (2mu) 2 eXP(—%)a

wobei u > 0 und z,y € R sind.
Auf dem Raum Co(R?) der stetigen im Unendlichen verschwiendenden Funktionen defi-
niert die Formel

Pif(z) = Eu(f(B)), Vt>0, z €R*

= / p(t,z,y)f(y)dy, V¢t >0, z,y € R
R4

eine stark stetige Halbgruppe, d.h. Pf € Cy, wenn f € Cp ist und P f konvergiert fiir
t — 0 gleichméBig gegen f. Der Generator Ly der Halbgruppe hat als Definitionsbereich
die Menge D(Lo) aller Funktionen f € Co(R?), fiir die }(f — P.f) auf Cj konvergiert,
wenn t — 0:

Lof = lim 2(f ~ Pif), Vf € D(Lo).

Also ist Ly = —3A, wobei A der Laplace-Operator ist (siche A.1).

Nun stellen wir die Feynman-Kac-Formel, wie sie in [Szn98] steht, vor. Wir betrachten
eine stetige beschrinkte Funktion V : R — R.
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Satz 3.15 Die Formel
PYf(z) = Bulf(By)exp(— / V(B,)ds)) (13)

fiir allet > 0, z € R und f € Co(RY) definiert eine stark stetige Halbgruppe auf Co(R?)
mit dem Generator

Lyf=Lof+Vf (14)

fir alle f € D(Ly) = D(Lyg).

Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wir folgendes Lemma.

Lemma 3.6 (Pertubation-Gleichungen — Duhamel-Formeln) Die Formel
FUi) = BB el [ V(B
fiir allet >0, z € R? und f € Co(R?) kann zu
1w = i@~ [ PR s
= i@ - [ PR (15)

umgeschrieben werden.

Beweis. Wir haben fiir alle ¢t > 0
t t t
exp(— / V(By)ds) = 1-— / V(By) exp(— / V(Bu)du)ds
0 0 ]
t s
- / V(Bs) exp(— / V(Bu)du)ds (16)
0 0

(sieche A.2). Multipliziere beide Seiten der ersten Gleichung von (16) mit f(B;) und in-
tegriere beziiglich P,. Zusammen mit der Markoveigenschaft der Brownschen Bewegung
(siche A.4) folgt

t t
P/ f(x) = Pif(z)- /O B, (V (B,) exp(— / V(B.)du)f(By)ds

t

= PS@) = [ BV exp(—Ar-s 0 00) (Br-s o 0)ds
= PI@) - [ BV (BB (A S (B ))ds

= I - [ B BRI B

= £f@) - [ ROVRLD@S



3.1 Die Feynman-Kac-Formel als eine stark stetige Halbgruppe 24

wobei A; := fg V(By)du ist. Diese Gleichung ist die erste Gleichung von (15). Analog
kann man die zweite Gleichung von (15) mit Hilfe der zweiten Gleichung von (16) bewei-
sen. ]

Bemerkung 3.2 Die Duhamel-Formeln sind Ausdruck des Duhamelschen Prinzips, das
noch allgemeiner formuliert werden kann, z.B. in [Tay97], (9.38), Seite 523.

Jetzt beweisen wir Satz 3.15.

Beweis. Zuerst beweisen wir, dass (13) eine stark stetige Halbgruppe auf Co(R?) definiert.
Direkte Untersuchung der ersten Gleichung von (15) und die Tatsache, dass Ps fiir s > 0
beschrinkte meBbare Funktionen auf stetige Funktionen abbildet, sowie die Benutzung der
Ungleichung |PY f| < ¢(t,V)P;|f| (sieche A.3) im Satz von der majorisierten Konvergenz
zeigen, dass PY f € Co(R?) fiir alle f € Cy(R?) ist. Weiter folgt aus der Markoveigenschaft

v - B S s+t
Pl f(@) = Ba(exp(—( / V(Bu)du + / V(Bu)du))f (Brs))
0 S

= B, (exp(— /0 "V (Bu)du) exp(—A; 0 6,)f(By 0 6,))

= Eg(exp(—A)Epg, (exp(—A;) f(By)))
= E,(exp(—4,)P) f(Bs))
= PP/ f(z)

fiir alle t,s > 0. Also definiert P} eine Halbgruppe auf Cy(R?). Die starke Stetigkeit der
Halbgruppe folgt aus Gleichung (15):
t
. 14 BT RT \4
lm PY (@) = lmPf(e) ~lim [ P(VEY,f)@)s
= f(=@).

Fiir alle f € Cp(R?) gilt

1 t
2 | PR @ = Vi@ (17)
gleichméBig in z, weil die Funktion V stetig und beschrinkt ist. Aus Gleichung (15) folgt
tim (5 — PY ) = im 27— Py +1im L [ PV RY p
150 1 eI = T k 50 ¢ Jo oV s
Dies ergibt mit (17)
Lyf=Lof+Vf
fiir alle f € D(Ly) = D(Lo). n

Die rechte Seite der Feynman-Kac-Formel (13) ergibt eine probabilistische Darstellung fiir
das funktionalanalytische Objekt e *v .
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Als nichstes beweisen wir die Feynman-Kac-Formel, wie sie in [Wil79] steht. Mit verschie-
denen Methoden wird sie hier gezeigt.

2. In [Wil79] werden verschiedene Zugénge zum Beweis der Feynman-Kac-Formel aufge-
zeigt. Als erstes mit dem analytischen Zugang und dann mit der Markov-Prozess-Theorie
und als letztes mit Martingalen.

2.1. Analytischer Zugang

Wir betrachten eine einfache Situation, die zu speziell fiir bestimmte Anwendungen ist. Sei
X = (Q,F, P,) ein Feller-Dynkin-Prozess (siehe [Wil79], IT1.14) mit Ubergangshalbgruppe
{P;} auf Cy und Generator G = %A. Sei V eine stetige, beschriankte, nicht negative Funk-
tion auf R". Dann definiert

PY f(z) = Bo(f(X:) exp(— /0 V(X,)ds))

eine Feller-Dynkin-Halbgruppe P (siehe [Wil79], Definition 8.2) mit dem Generator GV,
der die Eigenschaften

DGY)=D(9), G"f(z)=Gf(z)—V(z)f(x) (18)

hat.

Der Unterschied zwischen den Feynman-Kac-Formeln, die in [Szn98] und in [Wil79] (bei
analytischem Zugang) stehen, liegt in dem Prozess X: Der Prozess X wird in [Szn98]
als Brownsche Bewegung und in [Wil79] als Feller-Dynkin-Prozess betrachtet. Die De-
finitionsbereiche der Halbgruppen sind dieselben, ndmlich: Cy(R™) Raum der stetigen
Funktionen, die im Unendlichen verschwinden. Betrachtet man die Generatoren Ly in
[Szn98] und G" in [Wil79], so fillt auf, dass diese dquivalent sind: In [Szn98] werden die
Generatoren als

.. [-PBf
Lof = Jim =
und 5 Vf
_j-P
os =g

definiert und in [Wil79] werden die Generatoren als

. PBf—f
o1 =t
und PVf ;
Voo 1 tJ—
o1 =iy

definiert. Nun kann man mit diesen Definitionen zeigen, dass die Darstellungen in (14)
und in (18) dquivalent sind.

Man kann die Feynman-Kac-Formel auch durch Resolventen ausdriicken. Das wird durch
die Markoveigenschaft bewiesen.
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2.2. Markov-Prozess-Zugang
Man kann (18) durch Resolventen ausdriicken:

RY = Ry, — R\VRY (19)

(siche A. 5). Wir kénnen (19) direkt und unter allgemeineren Bedingungen beweisen. Es
ist wichtig, dass wir die Stetigkeit des Potentials V weglassen kénnen. Sei das Potential
V' nicht-negativ, B(R")-meBbar und sei R\V(z) < oo fiir alle z € R*. Fiir X brauchen
wir weniger als die Feller-Dynkin-Eigenschaft. Der Prozess X braucht nur die Hypothese,
dass die Abbildung (t,w) — X (t,w) meBbar beziiglich der o-Algebra B[0,00) x F und
B(R") ist, und X die Markoveigenschaft besitzt.
Um

Ryf(w) — B f () = RA\VE f (=), Vf € Cy(R")
zu berechnen (siehe A.6), benutzen wir, dass A; ein stetiges additives Funktional ist (siehe
[Wil79], I11.32), d.h. es gilt

Asty — As = Ay 00,

wobei A; := f(f V(Xy)du ist. Weiterhin wird die Markoveigenschaft von X verwendet. Mit
dem gleichen Verfahren wie in A.6 kann man

Ryf(z) — RY f(z) = R{VRxf(x) (20)
zeigen.

Ausser den zwei oben genannten Zugidngen kann man die Feynman-Kac-Formel auch mit
Hilfe des Martingal-Zugangs beweisen.

2.3. Martingal-Zugang
Die Idee beruhrt auf der Tatsache, dass fiir alle f € D(G)

t
¢l = 1%~ [ Gr(x)ds
0
ein Martingal ist. Aus der It6-Formel folgt

d(exp(—Ar) (X)) = exp(— A1) (GF(X1) — V(Xy) F(X0))dt + exp(—A;)dC]

(siehe A.7). Also ist
t
exp(— A f(X0) — f(Xo) = /0 exp(—A)G" F(X.)ds + N, (21)

wobei GV f(z) := Gf(z) — V(z)f(z) und N; := f(f exp(—A,)dC] ist.

Die wichtige Tatsache ist, dass N ein stochastisches Integral eines stetigen beschrinkten
Prozesses beziiglich eines Martingals ein Martingal ist. Wir bilden den Erwartungswert
E; in (21) und erhalten

t
PV 1)~ f(0) = [ PYG" f(a)ds.

0
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Dies entspricht (20).
Mit der Feynman-Kac-Formel meinen wir irgendeine der Gleichungen (18),(19), und (20).

Durch den Martingal-Zugang hatten auch D. Revuz und M. Yor in [RY91] die Feynman-
Kac-Formel bewiesen.

3. Folgende Proposition ist die Feynman-Kac-Formel, die in [RY91] steht.
Proposition 3.4 (Feynman-Kac-Formel) Wenn ¢ € C? ist, dann folgt
GVo=Go—Vo.

Beweis. Sei ¢ € C°, dann ist

t
MP = 9(X:) - (o) — | Gp(X.)ds
0
ein P,-Martingal (siehe [RY91], Proposition 2.2). Aus der It6-Formel ergibt sich

d(Nip(Xy)) = Ndp(Xy) + d(Xy)dNy + dNydp(Xy)
Ny(dM? + Go(Xy)dt) — (X )N,V (Xy)dt — NyV (X,)dt(dMP + Gp(X,)dt)
= NJ(GH(Xy) — V(Xp)p(Xe))dt + NoydMy,

wobei N; := exp(— fot V(X5)ds) ist. Folglich ist

Ng(X,) = §(Xo) + /0 NA(G — V(X,))$(X,)ds + /0 NydM?.

Der letzte Term in dieser Gleichung ist ein P,-Martingal. Daraus folgt
t
BY((X) = BL(0(X0) +BY ([ (6 - V(X)#(X)d

t
= BY((0) + B ([ 6V a(X)ds),
wobei GV := G — V ist. Benutze Proposition 2.2 und Definition 2.1 in [RY91], dann gilt
GVp=Gp—V¢
fir alle ¢ € C2. ]

3.2 Die Feynman-Kac-Formel als Losung eines Anfangswertproblems

4. In [Oks98] wird die Feynman-Kac-Formel mit Hilfe des infinitesimalen Generators be-
wiesen. Sie wird hier als Losung der partiellen Differentialgleichung gezeigt.

In der Einleitung zu diesem Abschnitt wurde bereits erwéhnt, dass es einen Zusammenhang
zwischen der Feynman-Kac-Formel und der Kolmogorov-Riickwirtsgleichung gibt. Des-
wegen stellen wir zuerst die Kolmogorov-Riickwértsgleichung vor, bevor wir die Feynman-
Kac-Formel in [(ks98] beweisen.
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Satz 3.16 (Kolmogorov-Rickwdrtsgleichung) Sei X, eine Ité-Diffusion auf R™ mit dem
Generator A und f € C2(R").
a. Definiere

u(t,m) = Em(f(Xt)) (22)

Dann ist u(t, ) € Da fir alle t und es gilt
a”g; D)~ Au(t,z), t> 0,z €R", (23)
’LL(O,JJ) = f(‘T)a zeR", (24)

wobei der Generator A auf die Funktion x — u(t,z) angewendet wird.

b. Wenn die Funktion w(t,z) € CH2(Ry x R") beschrdnkt ist und wenn sie Lésung von
(23), (24) ist, dann folgt w(t,xz) = u(t,x) wie in (22).

Beweis. a. Sei g(z) = u(t, z). Weil ¢t — u(t,z) differenzierbar ist, haben wir

BelgXe))=0) _ Lp, (7))~ Bal7(X0)
(Ew(Ew(f(XtJrr)l Fr)) - Ew(f(Xt)))

(Bo(f (Xitr)) — Ea(f (X))

u(t+r,z) —u(t,x) N 8u(t,w)'

S|l

Daraus folgt, dass

Au(t,z) = lim
r—0 T
existiert und Sult
“f%"”) = Au(t, )

ist. Nach der Definition der Funktion u folgt
u(0,z) = f(z), z € R".

b. Sei w(t,z) € CH?(R, x R") eine Funktion, die die Gleichungen (23) und (24) erfiillt.
Dann ist
Aw::—aa—qf+Aw=0,t>O,:L‘eR" (25)

und
w(0,z) = f(z), x € R". (26)

Fixiere (s,z) € Ry xR" und definiere den Prozess Y; in R mit Yy := (s—t, X %), ¢ > 0.
Dann hat Y; den Generator A. Aus Gleichung (25) und der Dynkin-Formel folgt fiir alle
t>0und T >0,

tAT
Eq 2 (w(Yipr)) = w(s, z) + By /O Aw(Y)dr) = w(s, z),
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wobei 7, = inf{t > 0; | X;| > R} ist. Wenn R — oo, dann folgt fiir alle ¢ > 0
w(s, z) = By o (w(Y1)).
Fiir ¢t = s folgt mit Gleichung (26)
w(s,z) = By a(w(Y;)) = E(w(0, XJ7)) = B(f(X37)) = Eu(£(X5)).

Satz 3.17 (Feynman-Kac-Formel) Sei X, eine Ité-Diffusion auf R" mit dem Generator
A. Ferner sei f € C?(R") und die Funktion V € C(R") nach unten beschrdnkt.

a. Setze

olt,2) = By (X expl— [ V(X)) (21)

Dann ist
W — Av(t,z) - V(@)v(t,a), t >0,z € R, (28)
o(0,8) = f(z), z€R". (29)

b. Wenn die Funktion w(t,r) € CY?(R, x R") fiir alle kompakten Mengen K C R,
beschrinkt auf K x R ist und wenn sie Lisung von (28), (29) ist, dann folgt w(t,z) =
v(t, z) wie in (27).

Beweis. a. Sei

Xi(w) =z + /Otu(s,w)ds + /Ota(s,w)st(w).

Setze Y; = f(X;) und Z; = exp(— fo . Dann ist

dy, = Zuz Z ”aa dt—l—ZZa,k dBt

und

dZy = —Z,V (X;)dt.
Aus der Ito-Formel folgt d(Y;Z;) = YidZy + ZdY;. Weil der Prozess Y;Z; ein It6-Prozess
ist, folgt aus Lemma 7.3.2 in [Pks98], dass die Funktion v(t, z) = E;(Y;Z;) differenzierbar
beziiglich t ist. Aus Gleichung (27) und der Markoveigenschaft folgt

LB (01, X))~ 0(t.0)) = (Ba(Bx, (Zf(X0))) ~ BalZif (X0)))
= LB (Xesr) exp(— [ V(X))
“EL(Zf(X)))
_ %Ex(Zt_H.exp( /0 V(X,)ds)f (Xigr) — Zef (X))

= %Ew(zt+rf(Xt+r) - th(Xt))

B (i) exo( | V(X)ds) ~ 1)
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Wir haben

TB(Zusef (Xsr) = 20 (X0) + 1Bl Zugnf (Xsr)exo( [ V(X,)ds) = 1)

’I‘:)O Ev(ta 'T) + V("I")U(ta 'T),

weil im letzten Term gilt

Sz (Ko | VX)) = 1) =g FXDZV(X).
Also ist
Av(t,z) = %v(t,x) + V(z)v(t, z).
Nach der Definition der Funktion v folgt
v(0,z) = f(z).

b. Sei w(t,z) € CYH?(R; x R*) eine Funktion, die die Gleichungen (28) und (29) erfiillt
und fiir alle kompakte Mengen K C R; beschrénkt auf K x R™ ist. Dann ist

Aw(t,w) ::%—I—Aw—V’w:O, t>0,zeR" (30)
und
w(0,z) = f(z), z € R". (31)

Fixiere (s, z, 2z) € Ry xR" xR" und definiere Hy = (s—t, X", Z;) mit Z; := z+f0t V(Xs)ds.
Dann folgt, dass H; eine It6-Diffusion mit dem Generator

Agd(s,z,z) = —% +Ap+ V($)g—f,

ist. Aus der Dynkin-Formel (siehe A.8) folgt fiir allet > 0,R > 0

b € C3(Ry x R* x R?)

tATR
B o($(Hineg)) = $(5,2,2) + Bl [ Aud(H ),
0
wobei 7g = inf{t > 0 : |H;| > R} ist. Definiere ¢(s, z, z) = exp(—=z)w(s, z), dann folgt aus
Gleichung (30)

Apd(s,z,z) = exp(—z)(—g—zj + Aw — V(z)w) = 0.

Also ist

w(s, z) — @(s,z,0)
= E5,$,0(¢(Ht/\m))

tATR
— E(exp(— / V(X )dr)w(s — t g, X352 ))
0

t 0
— Ey(exp(— /0 V(X,)dryw(s —t, X07)),
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weil w(r, z) fir (r,z) € K x R" beschriankt ist. Wiahlen wir ¢ = s, so folgt mit Gleichung
(31)

w(s,z) = Bo(exp(~ /0 TV (X,)drw(0, X00))

— By(exp(— /0 V(X,)dr) (X))
)

= (s, ).

Bemerkung 3.3 Die Funktion v(t,z) in (27) ist die Lésung der partiellen Differential-
gleichung (28) mit Anfangsbedingung (29) genau dann, wenn die Halbgruppe PY in (13)
den Generator wie in (14) hat:

Wir haben
PY f(z) = v(t,z).

Wenn die Funktion v(¢,z) in (27) die Losung der partiellen Differentialgleichung (28) mit
Anfangsbedingung (29) ist, dann folgt

Vi) — flz

=~ So(t,) o
1
= IAf@) V@)
Wenn die Halbgruppe P in (13) den Generator wie in (14) hat, dann ist

v(0,2) = By f(z) = f(z)

und
\% _ pV
210y = T R
_ BV f(z) - f(z)
= ptVlll_%hT
= PY(-Lyf())
= —Ly(PY f(x))

- %Av(t,x) V@)t z).

Zum Schluss betrachten wir eine andere Art der Feynman-Kac-Formel, die an [WW90]
angelehnt ist.

5. In [WW90] wird die Feynman-Kac-Formel durch die Eigenschaft des Martingals be-
wiesen.
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Eine probabilistische Darstellung der Losung der Gleichung
0
— Ly =0
) td) + Ly

wurde in Korollar 2.1 gegeben. Die Feynman-Kac-Formel in (33) gibt eine probabilistische
Darstellung der Losung der allgemeineren Gleichung

0

a = _Lt’(p + ’U’(pa

die wir im folgenden Satz beweisen werden.

Satz 3.18 Sei G eine offene Teilmenge von R® und X die Lisung von
dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt,

wobei die Funktionen b: Ry x R® — R® und 0 : Ry x R? — R"*¢ mefbar und beschrinkt
auf den kompakten Teilmengen von Ry x R" sind und B = (Bl,BQ,...,Bd)T eine d-
dimensionale Brownsche Bewegung ist. Sei T eine Stoppzeit, so dass X o7 € G fast sicher
ist, und sei v : G — R eine lokal beschrinkte Borelsche Abbildung. Ist die Funktion
€ CY2(Ry x G) die Lisung der Gleichung

0
& — _Lt"/) + ’U’(/),
dann ist der Prozess
tAT
($(t AT, Xonr) exp(— / o(X,)ds))is0 (32)
0

ein lokales Martingal. Insbesondere, wenn er die Bedingungen der Integrierbarkeit erfillt,
so dass er ein Martingal auf [0,t] ist, und Xo = x fast sicher ist, dann folgt

tAT
$(0,2) = By ((t AT, Xopg) exp(— /0 o(X,)ds)). (33)

Beweis. Weil (% + L)y = vtp ist, folgt aus Satz 2.3, dass

tAT
WEAT, Xypr) — /0 o(X.)i(s, Xs)ds

ein lokales Martingal ist. Setze U = (4(t A T, Xya1))i>0 und V. = (v(XiaT))s>0, d.h.
dU —VUds € dM,. Weil v lokal beschrankt auf R” ist und X fast sicher stetige Pfade hat,
ist V ein lokal beschrinkter Prozess. Also liegt der Prozess A mit 4; = — f(f V(X5)ds in
A.. Folglich ist e4 € A.. Aus der partiellen Integration folgt

ded T = eAdU + Uded
= eAdU + TeddA
= eM(dT — TV dt).
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Daraus ergibt sich, dass der Prozess eA¥ bzw. der Prozess in (32) in M, liegt. Wenn
dieses lokale Martingal ein Martingal bis zum Zeitpunkt ¢ ist, dann gilt

tAT
B ((t AT, Xonr) expl(— /0 v(X,)ds)) = (0, z).

Diese Form der Feynman-Kac-Formel kann man auch mit exponentiellen Martingalen be-
weisen. Bevor wir dies tun, noch ein Satz zur Erinnerung.

Wir wissen, dass die Gleichung z = €™ die Losung der Differentialgleichung C‘lj—;l = z mit
z(0) = 1 ist. Analog, sei M ein Diffusionsprozess. Wir betrachten nun die stochastische
Differentialgleichung

dZ = ZdM, Zy = 1. (34)
Folgender Satz liefert die Losung dieser stochastischen Differentialgleichung.

Satz 3.19 Sei M ein fast sicher stetiger Diffusionsprozess mit My = 0. Der Prozess Z,

der durch 1
Zy = exp(M; — §<M>t)

gegeben ist, ist die einzige Losung der Gleichung (34). Wenn M € M, ist, dann liegt der
Prozess Z auch in M,.

Beweis. (siehe [WW90], Theorem 8.2.1) |

Jetzt benutzen wir diesen Satz, um eine andere Art des Beweises der Feynman-Kac-Formel
durchzufiithren.

Zuerst konstruieren wir den Prozess Z des zeitabhangigen Diffusionsprozesses.
Sei X eine Losung des Diffusionsprozesses auf R”

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t,Xt)dBt; X() =,

wobei B eine d-dimensionale Brownsche Bewegung ist und die Funktionen b, o die Bedin-
gungen aus Satz 2.1 erfiillen. Weiter habe die Funktion b die Form b(t,y) = V log ¢(t,y),
wobei ¢ € CH2(R, x R") eine positive Funktion ist und V den Gradienten bezeichnet.
Aus der It6-Formel folgt

dinp(t,Xy) = Vine(t, Xi)o(t,X)dB: + (VIne(t, X;)b(t, X;) + 0 Inp(t, X;)
T
-I-%A]n o(t, Xy))dt,

wobei A der Laplace-Operator ist. Durch eine weitere Rechnung ergibt sich

T 1 T 1 1
g+ —Alng = —dp+ o (=Ap— —|Ve])
2 ® 2 o ¥

T T
oo 1 oo
= ———|Vinp|?2 + —(8; + ——A)y,
5 |VIng| +(p(t+ 5 A)e
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wobei | .| die Euklidische Norm bezeichnet. Folglich ist

ding(t, X;) = VIne(t, X)o(t, Xi)dBy + (VIng(t, X;)b(t, Xy)

X)o(t, X,)T
_aft, t)g(ta t) |V Inp(t, X;)|?

1 U(t,Xt)U(t,Xt)T
+ 0, +
(p(taXt) ( ’ 2

A)(p(t, Xt))dt

Daraus folgt

t 1 t
Zi = expl | Viogipls, Xo)o(s, X)dB, = 5 [ ol X,)o(s, XTIV log (s, X.)'ds)
0 0

t t
- / dlog p(s, Xs) — / (VIn (s, X, )b(s, X;) +
0 0 Pp\s

o(s, Xs)o (s, X,)"
+ 2

A)p(s, Xs))ds)

1
(10(3’ XS)

t
= exp(logso(t,Xt)—logw(O,Xo)—/( (b(s, Xs)V + 05
0

L (8. X)o (s, X,)"

A)p(s, Xs))ds)

2
_ (p(taXt) . ¢ S S
= exp(los L7 /0 (g 0+ Bl X))
_ ot Xy) exn(— b (s + Ls)ep(s, Xs) s
= Soxy et RS, (33)

wobei L := bV + 2= A ist.
Weil fot Vlog p(s, Xs)o(s, X)dBs ein lokales Martingal ist, erweist sich mit Satz 3.19 der

Prozess Z bzw. .
p(t, X) < (_/ (95 + L) (s, X;)
(0, Xo) 0 o(s, Xs)
auch als ein lokales Martingal.

ds))i>0

Jetzt betrachten wir zwei Fille der Funktion ¢.

1. Sei die Funktion ¢ die Losung der Gleichung

0
;% = —Lip +vp.

ot
Aus Gleichung (35) folgt
14 ta t t
Zy = exp —/ v(Xs)ds).
' ©(0, Xo) ( 0 (Xa)de)

Also ist der Prozess
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ein lokales Martingal. Insbesondere, wenn er die Bedingungen der Integrierbarkeit erfiillt,
so dass er ein Martingal auf [0, ] ist, und Xy = = fast sicher ist, dann folgt

(0, 2) = By (o(t, X,) exp(~ /0 o(X,)ds)),

weil E;(Z;) = E;(Zy) = 1 ist. Dies ist ein anderer Beweis der Feynman-Kac-Formel.

e Ist der Prozess X eine Brownsche Bewegung und die Funktion ¢ die Losung der Glei-
chung

0 1
—p=—=A
at(p 2 @+ v,
dann ist der Prozess
<P(t7 Bt) /t
Z, = (—F"—=% — B

ein lokales Martingal. Wenn der Prozess Z die Bedingungen der Integrierbarkeit erfiillt,
so dass er ein Martingal auf [0, ¢] ist, und By = Xy = z fast sicher ist, dann folgt

t
(0, 2) = By(io(t, By) expl(— /0 o(B,)ds)),
weil E;(Zy) = Ez(Zy) = 1 ist.

2. Sei die Funktion ¢ eine raum-zeit-harmonische Funktion fiir den Operator (% + Ly),
ndmlich: Die Funktion ¢ ist die Losung der Gleichung

0
a(ﬂ + Lt(p =0.
Aus Gleichung (35) folgt
(P(ta Xt)
7 =
"7 (0, Xo)
Also ist der Prozess
( w(ta Xt) )t>0
90(07 XO) N

ein lokales Martingal. Insbesondere, wenn er die Bedingungen der Integrierbarkeit erfiillt,
so dass er ein Martingal auf [0, ] ist, und Xy = = fast sicher ist, dann folgt

(10(07 I) = ESL‘((p(ta Xt))a
weil E,(Z;) = Ex(Zy) = 1 ist. Dies ist ein anderer Beweis von Korollar 2.1.

Jetzt konstruieren wir den Prozess Z fiir eine zeitlich homogene It6-Diffusion.
Sei X eine Losung der stochastischen Differentialgleichung auf R™

dX; = b(Xt)dt + O'(Xt)dBt; Xy =1z,
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wobei B eine d-dimensionale Brownsche Bewegung ist und die Funktionen b, o die Be-
dingungen wie in Definition 2.2 erfiillen. Weiter habe die Funktion b die Form b(y) =
V log ¢(y), wobei ¢ € C%(R™) eine positive Funktion ist.

Aus der It6-Formel folgt

dinp(X;) = Vine(Xy)o(Xy)dB: + (VInp(X)b(X:) + MA]n(p(Xt))dt,

wobei A der Laplace-Operator ist. Durch eine weitere Rechnung ergibt sich

ool ool 1

1 2
(S he— Vel

T T
oo ool 1
= —T|Vln<p|2 + =4y,
"2

wobei | .| die Euklidische Norm bezeichnet. Daraus folgt

Zy = exp(/0 Vlogcp(Xs)o(Xs)st—%/o [V log p(X;) |0 (Xs)o(Xs) " ds)

= €X t (0] — t O S — th’ g T 1 S

— oxp( [ dioge(X) — [ Vioge(X)u(X.)ds ~ [ Go(X)o(X) s Ap(X)ds
t

= expllog (X)) ~logp(X) ~ [ (g5 O(X)V + 30(X)o(X,) A)p(X.))ds)

— exo(lo p(Xy) [t 1 5

= expllos 528 = [ (LX)

_ e(Xy) tL‘P(Xs

o e 09

wobei L := bV + Z2-A ist.
Weil f(f Vlog p(X;)o(Xs)dB; ein lokales Martingal ist, folgt aus Satz 3.19, dass der Prozess

Z bzw.
e(Xe) (" Le(Xs)
((,O(X()) exp( /0 (;D(Xs) ds))tZO

auch ein lokales Martingal ist.

Nun betrachten wir wieder zwei Fille der Funktion ¢.

1. Sei die Funktion ¢ die Lésung der Gleichung

Ly = vep.
Aus Gleichung (36) folgt
P(Xy) /t
Zy = exp(— [ v(X;)ds
L= L e [ ot

Also ist der Prozess
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ein lokales Martingal. Insbesondere, wenn er die Bedingungen der Integrierbarkeit erfiillt,
so dass er ein Martingal auf [0, ] ist, und Xy = = fast sicher ist, dann folgt

t
o(z) = By(p(Xy) exp(— /0 o(X,)ds)),

weil E;(Z;) = E;(Zp) = 1 ist. Dies ist ein anderer Beweis der Feynman-Kac-Formel fiir
den zeitlich homogenen Fall.

e Ist der Prozess X eine Brownsche Bewegung und die Funktion ¢ die Losung der Glei-
chung

1

gD = v,

dann ist der Prozess

t
(B0 = (555 exp( [ o(B)ds)iso

ein lokales Martingal. Wenn der Prozess Z die Bedingungen der Integrierbarkeit erfiillt,
so dass er ein Martingal auf [0, ¢] ist, und By = Xy = z fast sicher ist, dann folgt

t
o(z) = By (p(By) exp(— /0 o(By)ds)),
weil E;(Zy) = Ez(Zy) = 1 ist.

2. Sei die Funktion ¢ eine raum harmonische Funktion fiir den Operator L, ndmlich: Die
Funktion ¢ ist die Losung der Gleichung

Ly = 0.
Aus Gleichung (36) folgt
o(Xt)
7, —
"7 o(Xo)
Also ist der Prozess
( <p(Xt) )t>0
0(Xo) =

ein lokales Martingal. Insbesondere, wenn er die Bedingungen der Integrierbarkeit erfiillt,
so dass er ein Martingal auf [0,¢] ist, und Xy = =z fast sicher ist, dann folgt

p(x) = Eq(p(X1)),

weil E;(Z;) = E;(Zy) = 1 ist. Dies ist ein anderer Beweis von Korollar 2.1 fiir den zeitlich
homogenen Fall.

Wir kénnen die Version der Dynkin-Formel in Korollar 2.2 auch fiir den zeitlich homogenen
Fall umformulieren:

T
Eq((X7)) — p(z) = Baf /0 Lo(X,)ds)

fiir alle p € C?(R"), x € R* und fiir beschriinkte Stoppzeit 7.
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Bemerkung 3.4 Die Darstellung der Feynman-Kac-Formel, die wir mit exponentiellen
Martingalen beweisen, ist dquivalent zu der Feynman-Kac-Formel in Satz 3.17.
Wir bezeichnen zum Beweis die beiden Aussagen mit A bzw. B:

A. Satz 3.17 (Feynman-Kac-Formel): Die Funktion

t
$lt,) = Ba(F(X) exp(— [ v(X.)ds)
0
ist die Losung der partiellen Differentialgleichung
E (t,l‘) = Lt¢(t,$) - ’U(IL')’Q/)(t,I),
’(p(O,.’L‘) = f(x)

B. Die Darstellung der Feynman-Kac-Formel, die mit exponentiellen Martingalen bewiesen
wird bzw. die in [WW90] steht: Die Funktion

t
Mww=mwm&mweAUMJM)

ist die Losung der partiellen Differentialgleichung

0

a(p(ta IE) = _Lt(p(ta IE) + ’U(iE)(,D(t, I)
Jetzt zeigen wir A<B.
(A<B) Definiere 9(s,z) = p(t* — s,x), wobei die Funktion ¢ die Lésung der Gleichung
%(p = —Lyp + vy ist. Folglich ist

0 0 .
% (S,.’II) - _£§0(t _37'77)

= _(_Ls(p(t* KL .’II) + ’U(.’II)(p(t* - 3,37))
= Lep(t* — s,2) —v(z)p(t" — s, 2)
= Ls@b(sam) _U(x)w(sam)'

Weiter ist

P(t*,2) = ¢(0,2)

wobei (0, z) := f(z) ist.
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(A=B) Definiere 9 (s, z) = ¢(t* — s,z), wobei die Funktion 1 die Lésung der Gleichung
%z/) = Lyp — v ist. Folglich ist

0

a
—%cp(t*—s,x) = %w(sax)

= Lgp(s,z) —v(z)(s

7w)
= Lsp(t* —s,z) —v(z)p(t* — s,1).

Also ist die Funktion ¢ die Losung der Gleichung

0
959 = ~Lspt e
s
Weiter ist
p(0,z) = P(t*, )

i
— BL(f(Xp) exp(— /0 o(X,)ds))
.
— BL((0, Xpr) exp(— /0 o(X,)ds))
.
= B(p(t', Xp) exp(— /0 o(X,)ds)).

3.3 Die Feynman-Kac-Formel als Losung eines Randwertproblems

Im Folgenden betrachten wir die Feynman-Kac-Formel als Losung eines Randwertpro-
blems.

Satz 3.20 (Feynman-Kac-Formel fiir ein Randwertproblem) Sei X eine (zeitlich homo-
gene) It6-Diffusion auf R® mit dem Generator L auf C2(R"). Sei D C R" eine offene
Teilmenge, so dass die Kegelbedingungen fiir 0D erfillt sind (siehe [CZ95], 1.6, Seite 23).
Weiter sei ¢ € C(0D), g € C(D) mit By (fy” [9(X¢)|dt) < oo; 7p = inf{t > 0; X; ¢ D}
und q > 0 eine stetige Funktion auf R". Betrachte das Randwertproblem

Lh(z) — q(z)h(z) = -—g(z), Vz € D, (37)
;ig;h(w) = ¢(y), y € 9D, (38)

wobei h € C?(D) N C(D) beschrinkt ist. Dann ist
D D t
) = B9 (X expl(= [ aX)dn) + [ gXexn(= [ a(xX)as)an

Beweis. Betrachte h(X;)exp(Y;), wobei Y; := — fot q(Xs)ds ist. Also ist
dexp(Y:) = —q(X;) exp(Yy)dt

und

X | 2h(X. S
dh(X;) = Zah( t)dX,§+— calll t)dXZng

- ox; 2 v 0z;0z;
(X | LTy (o PR
zi: axi (bz(Xt)dt + O'Z(Xt)dBt) + 9 zzj:(o'o' )zy (Xt) axiarj dt.
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Weil dh(X;)dexp(Y;) = 0 ist, folgt aus der It6-Formel

dh(X;)exp(Yy) = h(X¢)dexp(Yr) + exp(Y;)dh(X:)

= ety P exp(viyam + G (Xt)%
~a(00) + 3 00 P ) expviyi

= o) P e 131, — g(x2) exp(viyat

+g Sleo 000 G —aXOhK

ah X
+Zb X) t) + 9(X;)) exp(Yy)dt.
Folglich ist fiir alle ¢ > 0
h(X,) exp(Yy) - / D elx

" /0 (Lh(X) — (Xs)h(Xy) + 9(X,)) exp(¥a)ds,

wobel

7.1 02
=5 200 g T2 b a

%] z

ist. Ferner definiere 7, :=nA7p; n € N, 7p < oo und setze t = 7,,, dann gilt

Xs)
h(X;,)exp(Y:,) / ZO’Z s) &Ez exp(Y;)dB; / ) exp(

n /0 " (LR(X,) — g(X,)h(X,) + g(X,)) exp(Ys)ds.

Weil s < 7, < 7p ist, folgt X5 € D. Aus Gleichung (37) folgt

Xs)
h(XTn) eXP(YTn) - / Z 0'1, 5 8q;z exp dB / exp

Wir bilden den Erwartungswert E, in dieser Gleichung und erhalten

W) = Ba(h(Xs,)exp(Y,)) + Bal / " g(X.) exp(Ya)ds).

Aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt

Ea:(/OTn 9(X;) exp(Ys)ds) = Ez(/OTD 9(X,) exp(Ys)ds),

) exp(Y;)dB; — /tg(Xs) exp(Y;)ds
0

Y;)ds

Y;)ds.
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weil
Tn D
/ g(Xs)exp(Ys)dsn:go/ 9(X,) exp(¥s)ds
0 0
und
Tn D D
| / 9(X,) exp(Yy)ds| < / 19(X,) exp(¥s)|ds < / 19(X,)|ds
0 0 0
mit

E.( /0 " |9(X.)lds) < oo

gilt. Aus Gleichung (38) haben wir

h(Xr,) exp(Yr,) n = 00 ¢(Xrp,) exp(Yry,).

Aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt wieder

E;(h(Xr,) exp(Yr,)) , =75 Bal(¢(Xry,) exp(Yry,)),

weil |h(X,, ) exp(Y:,)| < |h(X;,)| < ¢, ¢ > 0 ist. Folglich ist
™
hz) = Ez(d(Xrp)exp(Yrp,)) + Em(/ 9(Xs) exp(Ys)ds)
0

= Bu($(Xo) oxp(~ /0 " (X)) + /0 ™ g(x,) exp(~ /0 " g(X.)du)ds).

Bemerkung 3.5 (Feynman-Kac-Formel fir das Dirichlet-Problem) Falls g := 0 ist, dann
ist die Funktion

h(z) = Ba($(Xry) exp(— /0 7 4(X.)du)

die Losung des Dirichlet-Problems

Lh(z) — g(z)h(z) = 0, Vz € D,
lim h(z) = ¢(y), y € OD.

T—Y
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4 Die Feynman-Kac-Formel fiir eine andere Anfangsbedin-
gung und eine andere Klasse der Potentiale

Wie in der Einleitung bereits erwihnt, wurde diese Arbeit durch die in [Bor00] und in
[Sim00] dargestellten Feynman-Kac-Formeln angeregt. Wir schwichen die Vorausset-
zungen an das Potential und an die Anfangsbedingung ab, um den Geltungsbereich der
Feynman-Kac-Formel zu erweitern.

In diesem Kapitel hat der Prozess, der in der Feynman-Kac-Formel steht, eine besondere
Form: Er ist eine (zeitlich homogene) It6-Diffusion &; auf R”, die die Form

&(t) = o+ /0 o(61(5))dB ()

hat, wobei B eine d-dimensionale Brownsche Bewegung ist und die Funktion ¢ die Bedin-
gung (39) erfiillt. In diesem Fall wird in Satz 4.21 gezeigt, dass die Feynman-Kac-Formel
die Losung der zugehorigen partiellen Differentialgleichung darstellt. Weil es den Zu-
sammenhang zwischen der Feynman-Kac-Formel und der Kolmogorov-Riickwértsgleichung
gibt, wird in Satz 4.22 auch eine analoge Darstellung der Lésung der Kolmogorov-Riickwérts-
gleichung fiir einen allgemeineren Diffusionsprozess ¢ = (£1,£2) auf R?® bewiesen, wobei

t
G(t) = o+ /0 o (€1(5))dB(s),
t t
bt) = y+ /0 V(€ (s))ds + /0 b(&1(5))dB(s)

ist. Hierbei ist B eine d-dimensionale Brownsche Bewegung, die Funktionen b : R* —
RX4 o : R® — R**4 gind zweimal stetig differenzierbare Abbildungen mit Eigenschaft
(39) und die Funktion V : R* — R” ist eine zweimal stetig differenzierbare Abbildung mit
Eigenschaft (42). Satz 4.21 und Satz 4.22 sind die Hauptresultate.

Schliellich wird in dem letzten Teil dieses Kapitels bewiesen, dass die Feynman-Kac-
Formel auch fiir Anfangsbedingungen mit Eigenschaft (56) gilt. Hier ist Satz 4.23 das
Hauptresultat .

Bevor wir die Feynman-Kac-Formel und die Kolmogorov-Riickwértsgleichung beweisen,
schreiben wir als Vereinfachung zuerst die oft erscheinenden Bedingungen der Funktionen,
die in der Feynman-Kac-Formel bzw. Kolmogorov-Riickwirtsgleichung stehen, auf.

Sei B(t),t > 0 eine Brownsche Bewegung und es bezeichne E, den Erwartungswert
beziiglich der Brownschen Bewegung B(t) mit B(0) = z. Ferner sei f(z), z € R" eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion, die eine von den drei folgenden Eigenschaften
erfiillt: Fiir geeignete K >0, C >0 und ¢,5=1,2,...,n

|f(x)|+\a%f<w>|+|a%% (2)| < K (30)
0 0 0
@) < K-+ ol | @) + o 0] < K (40)

0 0 0
If(w)|+|8—%f(w)|+la—%%j ()] < Kelll, (41)
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wobei ||z|| die Euklidische Norm des Vektors = bezeichnet.
Sei die Funktion V(z), z € R" eine stetige Funktion mit der Eigenschaft, dass es zu jedem
e > 0 ein C; > 0 gibt mit

V(2)] < ellz]]* + C. (42)

4.1 Die allgemeine Feynman-Kac-Formel

Zuerst beweisen wir folgenden Satz. Er besagt, dass die Feynman-Kac-Formel auch fiir
Potentiale V' mit Eigenschaft (42) und Anfangsbedingungen f mit Eigenschaft (41) gilt.
Wie in der Einleitung zu diesem Abschnitt bereits erwdhnt wurde, ist der wichtigste Punkt
hierbei, dass man die Existenz von

E, (£ (€1 (1)) exp( /0 V(€ (s))ds))

und

t
Eo(Ly,o(f (61 (£)) expl /0 V(€())ds))
mit Ly, wie in (43) iiberpriifen muss.

Satz 4.21 (Feynman-Kac-Formel) Seien die Funktionen f(x),V(z), ¢ € R" so gewdhlt,
dass sie die Bedingungen (41) und (42) erfillen. Sei der Prozess & eine (zeitlich homo-
gene) Ito-Diffusion auf R™, die die Form

&(t) = o+ /0 o(61(5))dB ()

bzw.
dé1(t) = o(&i(t))dB(t); &(0) ==

hat, wobei B eine d-dimensionale Brownsche Bewegung ist und die Funktion o : R* —
R™¥4 zweimal stetig differenzierbar mit Eigenschaft (39) ist, namlich: Fiir geeignetes D >
0 und fir alle x € R*, i,k,l € {1,2,...,n}, j € {1,2,....,d} gilt

0 o 0
|Uij($)| + |8—UZ](1U)| + | O'ij(x)| < D.

p dzy Oz;
Eine Funktion v € CY2(Ry. x R") ist genau dann eine Lisung des Anfangswertproblems

B 1 o 8
av(t,:]c) = Eizj(aaT)ij(x)a—xi%jv(t,x)—I—V(:v)v(t,x),

’U(O,.’B) = f($)a

wenn v die folgende probabilistische Darstellung hat:

t
v(t, z) = Bz (f(&1()) eXP(/0 V(&i(s))ds)), t 20, z € R".



4.1 Die allgemeine Feynman-Kac-Formel 44

Beweis. Bevor wir die Funktion v(¢,z) definieren, zeigen wir zuerst die Ex1stenz von
E;(f(&1(t))Zy), d.h. wir zeigen, dass E; (| f(£1(t))Z:]) < oo ist, wobei Z; := exp fo 1(s))ds)
ist. Weil f(x) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit Eigenschaft (41) 1st und

V eine stetige Funktion mit Eigenschaft (42) ist, folgt

[f&(@)Z:] < KeXP(C||§1(t)||)eXP(/O [V (£1(s))[ds).-

Wir haben
E;(exp(Cll&:1 (1)) < o0
(siehe A.18) und

t
Ba(exp( [ IV€1(s)lds) < oc
(siehe A.16). Zusammen mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

E.(|f(&1(1))Z:]) < oo.
Falls d&,(t) = o(&1(t))dB(t) ist, dann folgt aus der It6-Formel

df (1(t) = Zauf(fl( )déi (t) Zaualjf (&1 ()dei (t)del (t)

= ZZ% §1(£))01i f (€1(2))dBi (t) + %Z(UUT)ij(ﬁl(t))aualjf(&(t))dt,
1,
wobei > (0i0j1) (z) := (00T );j(z) und 86 = 0y; ist. Definiere Z; := exp fo 1(s))ds).

Es folgt
dZy = Z;V (&1(t))dt.

Folglich ist
d(f(&(t)Z) = f(&(t))dZ + Zidf (€1(2))
= Z(UUT)ZJ(§1( )00 + V(£1(2))) f(&1(t)) Zedt

N | —

+ZZ% £1(1))0ni f (€1(1)) Z1d By (t).
Aus Satz 2.4 folgt, dass

t
FEW) 2~ f(z) - /0 Lo f(61(s)) Zsds

ein Martingal ist, wobei
1
Lyvo =3 > (00")ijdudi +V (43)

1,

ist, weil By (f3(32; Sop oik(€1(5))01i f (€1(8)) Zs)?ds) < oo ist. Folglich ist

t
Eo(f(&(8)Ze) — f(x) = Ew(/0 Ly,o f(£1(s)) Zsds). (44)
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Aus dem Lemma in A. 21 folgt

t t
GiBel [ Lval €0 Zids) = B[ Luof(@() 2
= Ew(LV,Uf(fl(t))Zt) < 00, (45)

weil die Familie .
1
(] Dol @06 2 bpoanoer
t - to tO

gleichméBig integrierbar (siehe A. 22) und I C R ein Interval ist. Aus Gleichung (44) folgt

lim v(t,z) —v(0,x) _ lim E:c(f(f Ly, f(£1(8)) Zsds)
t—0 t t—0 t

bzw.

T, T t
’ E;I; ) - %E‘”(/O Ly,s f(&1(s))Zsds).

Aus Gleichung (45) folgt

WD) — By (L (61 21) < o0

Wir zeigen nun, dass fiir v € CL2(Ry x R?) mit

t
olt,2) = Bol 160 expl | V(E(9)ds), 120,z € B
0
gilt
0 _ 1 Ty (9 9
5o = 5 %:(o—a )i(2) g g Vb 2) + V@l 2)
v(0,2) = f(2).
Aus der Definition der Funktion v und der Markoveigenschaft folgt

LB, ((t, 6 (1)) - olt, 2))
(Ba(Be, ) ((61(1)) expl /0 V(€1())ds))) — Ba(F(1(1)) exp( /0 V(€(s))ds))
t t
(B (B (f (€1t + 1)) exp /0 V(€ (s +1))ds) 7)) — Bu(F(€1(1)) exp( /0 V(a(s))ds)))

t

(Balf(61(t + 7)) exp( /0 V(€1 (s +r))ds)) — Ba(f (6 (1)) exp( /0 V(€1 (s))ds)))

t+r

(Ex (£ (§1(t + 1)) exp( V(&1 (w)du)) — Eg(f(&1(2)) eXP(/0 V(£i(s))ds)))

T
t

(Bal(f (1t + 7)) Zusr exp(~ / V(6 (w)d)) — Ba(f (€1 (1)) exp( / V(&i(s))ds)))
0 0

AP+ 1) Zer — F(E0(0)21)

B (f(Ea(t + 1) Zess (expl— | V(6 (w))du) — 1)).

0

+ S|P SRk 3|k 3|~ 3|~ 3|

s/~ Hd
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Im letzten Term gilt aber

r

€0+ 1) s ool [ V(@) — 1)~y — FE)ZV ().

Daraus folgt

LB (1, 6)) —(62) | g olt,a)  V(@)(t,2)

bzw.

0 1 0 0

E’U(ta ) =35 ZZj(UUT)z'j(?C)a—ggi87J_U(1t,33) + V(z)v(t, z).
Unmittelbar aus der Definition der Funktion v folgt

v(0,z) = f(x).

Analog zu dem Beweis von Satz 3.17 Teil b. kénnen wir zeigen: Wenn v € CH?(R;. x R?)
eine Losung des Anfangswertproblems

0 1 o 8
av(t,:fc) = Eizj(aaT)ij(x)a—xi%jv(t,x)—I—V(x)v(t,:c),

v(0,z) = f(z)

ist, dann folgt

t
v(t, z) = Bz (f(&1()) eXP(/0 V(&1(s))ds)), t 20, z € R,

Bemerkung 4.6 Fulls o : R* — R"*" die Einheitsmatriz ist, dann ist die Funktion

o(t, ) = Eq(f (B(1)) exp( /0 V(B(s))ds)), t >0, z € B"

die Losung des Anfangswertproblems

2
St = %;aa—xg”“’w)”(m)”“"”)’
v(0,z) = f(=).

4.2 Die allgemeine Kolmogorov-Riickwirtsgleichung

Im Folgenden behandeln wir die Kolmogorov-Riickwértsgleichung fiir einen Diffusionspro-
zess auf R?® mit der Form

£(t) = (&1(t),&a(2)),
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wobei
t
() = z+ /0 o(61(5))dB(s), (46)
&) = y+ /0 V(€1 (s))ds + /0 b(&1(5))dB (s) (47)

ist. Hierbei ist B eine d-dimensionale Brownsche Bewegung und die Funktionen b : R* —
R*d 5 : R® — R"*4 gind zweimal stetig differenzierbare Abbildungen mit Eigenschaft
(39) und die Funktion V : R* — R" ist eine stetige Abbildung mit Eigenschaft (42),
ndmlich: Fiir alle € > 0 gibt es ein C, > 0, so dass

Vi(z)| < ellal* + C:

fiir alle 7 ist.

Wie in der Einleitung zu diesem Abschnitt bereits erwahnt, ist der wichtigste Punkt
hierbei, dass man die Existenz von Eg;(Q(&1(t),&2(t))) und Eg(Lyp ,Q(&1(t),&2(t))) mit
Ly, wie in (48) iiberpriifen muss.

Satz 4.22 (Kolmogorov-Riickwdrtsgleichung) Sei £(t) = (£1(t),&2(t)) ein 2n-dimensionaler
Diffusionsprozess wie oben. Weiter sei Q(z,y) eine zweimal stetig differenzierbare Funk-
tion, die die Bedingung (41) erfillt. Eine Funktion ¢ € CY22?(R. x R* x R?) ist genau
dann eine Lésung des Anfangswertproblems

0 ! T 0? 1 T 0?
EQ(tam,y) - EZ(UO- )zk(x)azzawkq“’x’y)+§ZZ,;(bb )zk($)MQ(t,$ay)
82
+ V t + b z t,T,Y),
Z z,y) ZZI; ob")in(@) 55 -a(t, 2:9)

Q(Oa T, y) = Q(m,y),

wenn q die folgende probabilistische Darstellung hat:
a(t,z,y) = Ex(Q(£(1)))-

Beweis. Bevor wir die Funktion ¢(¢, z,y) definieren, zeigen wir zuerst die Existenz von
E;(Q(&(2))), d.h. wir zeigen, dass E,(|Q(£(t))|) < oo ist. Weil Q(z,y) eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion mit Eigenschaft (41) ist, folgt

Q)] |Q(€1(2), &2(1))]
Kexp(C(ll& ()l + [1€2(8)1]))-

Um E;(|Q(£(t))]) < oo zu zeigen, brauchen wir nur

E;(exp(C([[& (D] + 1&2(H)])))) < o0

IN

zu zeigen. Wir haben

E;(exp(Cll&1()]]) < o0
(sieche A.18) und

Ez(exp(C|I&2(1)]]) < o0
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(siehe A.19). Zusammen mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

Eq(exp(C (I () + I&2(1)11)) < o0

Aus der Tto-Formel fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen Q(z,y), die die Bedin-
gung (41) erfiillen, haben wir

dQ(&1(1),62(t) = Z OridEL (t) + Doided(t) Z B1;01,dE] (£)dET (1)
+y Ekj OniDak g (t)de5 () + zkj OriDaxd€] (£)dE5 (£) Q(€1 (1), €a(1)
= (ZZE: 0ij(§1(t))01idB; (t) +Z Z 2]: bij (£1(t))02idB; (t)
TG ;
+ Z Vi(€1(t))Bdt + % Z;(UJT)ik(fl(t))alialkdt
+% Z(bbT),-k(gl (t))a%a?;gdt

+ Y (o7 )ik (€1 (1) 0100k dt) Q(é1 (1), E2(t)),

wobei -2 := 8y; und & := 9y, ist. Aus Satz 2.4 folgt, dass
o0&} I3

t
QU (1), &(1) — Qa,y) — /0 Ly o QUér(5), Ea(s))ds

ein Martingal ist, wobei

Lypo Zvaz,Jr Zaa )ikO1iOik + = be )ikO2i02k + Y _ (0BT )ik01:02448)

i,k i,k 2,k

ist, weil

/Zza,]& ))01:Q (61 (2) +ZZb,J £1(1)) 02 Q(&1(2), 2(t)))2ds) < oo

ist. Folglich ist

t
E;(Q(&1(1),62(1)) — Qlz,y) = Ex(/0 Lyp,oQ(&1(s), E2(s))ds). (49)

Also hat der Generator Ly , des Prozesses { die Form

8 1 T 0
Lyp,o ZV + Z UJ )i (@ (9.’E 10T ty zk:(bb Jik(@ )Byiﬁyk

2y

82
Ty,
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Aus dem Lemma in A. 21 folgt

t o t
SB[ LvssQUeeNd) = Bag( [ LuasUe(s)ds
= Eu(LypoQ(E)) < oo, (50)
weil die Familie
1 t
(] D@D e, e

gleichmiBig integrierbar (siehe A.23) und I C R ein Interval ist. Aus Gleichung (49) folgt

i
lim Q(t, Z, y) - Q(O, Zz, y) — lim Ezc(f() LV,b,a'Q(é.(S))ds)
t—0 t t—0 t

bzw.

0 0 t
Gpalta) = SB[ LuaoQUe(s)ds).

Aus Gleichung (50) folgt

%q(t’x’y) = E(Lyp,oQ(&(t))) < .

Nun zeigen wir: Falls ¢ € C122(R, x R® x R*) und

ist, dann gilt

1 62 2

0 _ 1 T ()0 1 Ty 9
th(taway) - 2 ;(0’0’ )Zk(x) 8%6:516 q(tamay) + 9 ;(bb )Zk:(w) 8%3% q(t,x,y)

P , o2

900,z,y) = Qz,y)-
Definiere m(z,y) := q(t,z,y) = Ez(Q(&1(¢),£2(¢))). Aus der Markoveigenschaft folgt

(Bom((r), &) ~ m(z,9)) = (BalBy ) Qs (), E20))) — Bal@Er (1), £20)))

= (BaB(QUEr(t + 1), Ealt + )IF)

“B.(QE(0), &)
= L(BQUE(t ), Ea(t+ ) — Ba(QE (1), E2(4))

= %(q(t +rz,y) —q(t,z,y)).

Folglich ist

lim, (B, (m(61(r),&2(+)) — (s, 9) = ora(t,,9)

r—=0r
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bzw.

62 2

0 _ 1 Ty ()0 1 RN
atQ(ta"E,y) - 2 sz:(O'O' )Zk(z) 8xi6ka(t’$’y) + 9 sz:(bb )Zk(z) 8y 3yk q(t,z,y)

P . 52
+ XZ: Vila)g,-a(t,2,y) + iZ(Ub )it (®) g5 a(t2,9):

Unmittelbar aus der Definition der Funktion ¢ folgt

Q(O’J"ay) = Q(may)

Analog zu dem Beweis von Satz 3.16 Teil b. konnen wir zeigen: Wenn q € CH22(R, x
R" x R") eine Losung des Anfangswertproblems

0 1 T 0? 1 T 0?
a(I(tal‘ay) - 5 Z(UU )’Lk(x) 81171,6.’L'k q(t,x,y) + 5 g(bb )’Lk(‘r) ayzayk Q(t,$,y)
7) 0
+ZV q(t,z,y) +Z§k:ab i#(#) g ga(t 7,9),

Q(Oa T, y) = Q(m,y)

ist, dann folgt
at,z,y) = Ex(Q(£(1)))-

Bemerkung 4.7 a. Wenn die Prozesse & und & in Satz 4.22 Diffusionsprozesse auf R!
sind, dann ist die Funktion

q(t, =z, y) = E4(Q(£(?)))
die Lésung des Anfangswertproblems

0 1, 0P 1,,, . 0 0

0 0
+U(x)b($)%a_yq(t7 Zz, y)a
9(0,z,y) = Q(z,y)-
b. Falls in Bemerkung a. o(z) =1, z € R ist, dann ist die Punktion
qa(t, z,y) = Ex(Q(£(2)))

die Losung des Anfangswertproblems

0 19 1, .02 0
0 0
9(0,z,y) = Qz,y)
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c. Wenn wir in Bemerkung a. Q(z,y) := f(z)e¥ definieren, wobei die Funktion f die
Bedingung (41) erfillt, erhalten wir

q(t,z,y) = eYm(t, ) (51)
(siehe A.10), wobei
t t
m(t,o) == Bl (&0 expl | Vies)ds+ [ He(s)dB() (52
ist. Nach dem Resultat in Bemerkung a. ist die Funktion
t t
m(t,) == B (@) exp( [ Vies)ds+ [ be(:)dB()

die Lésung des Anfangswertproblems

0 1 0? 0
&m(t,x) = 502(m)wm(t, z) + U(J;)b(m)%m(t, x)
HV (@) + GP@)m(s2),
m(0,z) = f(z).

d. Falls in Bemerkung c. o(z) = 1, x € R! ist, dann ist die Funktion

m(t, ) = Ba(f(B(1)) exp( /0 V(B(s))ds + /0 b(B(s))dB(s)))

die Losung des Anfangswertproblems

0 1 62 0 1
ﬁm(t, z) = E@m(t,x) + b(w)%m(t,x) + (V(z) + §b2(x))m(t,x),
m(0,z) = f(z).

Dieses Resultat gilt auch, wenn x € R ist.
e. Wenn in Bemerkung c. b(z) =0, = € R! ist, dann ist die Funktion

mit,) = Bo(:(0) el Ve ()ds))

die Losung des Anfangswertproblems

) 1 0?
am(t,x) = 502(33)@"1(75’9”) +V(z)m(t, z),
m(0,z) = f(z).

f. Falls in Bemerkung c. o(z) =1 und b(z) =0, = € R' ist, dann ist die Funktion

t
m(t,z) = I*Jm(f(B(t))exp(/0 V(B(s))ds))

die Losung des Anfangswertproblems

92 (t,z) = 19 (
at T T g2

m(0,z) = f(z).

t,x) +V(z)m(t ),
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Die Resultate in Bemerkung b., d. und f. wurden in [Bor00] beschrieben. Der Unterschied
zwischen unseren Resultaten und denen aus [Bor00] liegt in der Voraussetzung an das
Potential. Wir haben die Bedingung (40) durch die Bedingung (42) ersetzt. Daher haben
wir jetzt einen grofleren Geltungsbereich der Feynman-Kac-Formel bzw. Kolmogorov-
Riickwirtsgleichung beziiglich des Potentials.

Bemerkung 4.8 a. Wenn V =0 in Teil e. und f. der vorigen Bemerkung ist, erhalten
wir die normale Form der Kolmogorov-Rickwdrtsgleichung zurick.

b. In der vorigen Bemerkung ist d. eine Erweiterung von f. und c. ist eine Frweiterung
von e.. Aber wir kénnen auch zeigen, dass das Resultat in Bemerkung d. die Folgerung
des Resultates in Bemerkung f. ist:

Aus der Ité6-Formel haben wir

t B(t) 1 [t
/0 b(B(s))dB(s) = / by)dy — /O b (B(s))ds

(sieche A.11). Durch diese Gleichung kann die Funktion m(¢,z) in Bemerkung d. zu

z B(t) t
mit.)exp( [ b)) = Be(FBE)esp( [ b)) exn( [ (V(B) - 58(B(:)))ds) (53)

umgeschrieben werden. Definiere G(z) = f(2) exp( [ b(y)dy), dann folgt aus dem Resultat
in Bemerkung f.

gt es([ by = 5o Tmita)exnl [ by

2 0z Oz
HV (@) = Y @Imtz)exp( [ b))

Die linke Seite dieser Gleichung ist

& m(t, ) exp /0 " b(y)dy) = exp( /0 b(y)dy) orm( ).
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Die rechte Seite dieser Gleichung ist

;8‘1 9 it 7) e / “b) + (V@) ~ 3 @mitz)exp( [ b))
= —— exp/ by dy m(t,z) + m(t, x) exp/ b(y)dy)b(x))

+(V(z )——b’ m(t, T exp/ b(y

)dy
10 0 10
= ———m(t,x) exp/0 b(y)dy) + 252™M m(t, z) exp/ b(y)dy)b(z)
Lo
2

2 0z Ox
el [ B)de) gt 2) + sl [ b
V(o) = g @)t a)exo( [ blu)ay)

_ —exp/b dy—mtx+exp/b )dy)b )
—|—2m(t:1: exp/ b(y)dy)b?(z) +eXp/ b(y)dy)t' (z))

+V(xz)m(t,x) exp / b(y)dy) — Eb (z)m(t, ) exp(/ow b(y)dy)

T 2 T
= gl [ b)) gzmita) + expl [ b)dnbla) gmit.)
+exp(/0 b( dy)(V(a:)+§b2(w))m(t,w)

2
— exp /0 b(y)dy) (5 gl ) + b(a) s om(t,2) + (V) + 20 (@))m(t, ).

Folglich ist

D mta) = 12 mt,a) +b(a) Lmt,x) + (V@) + 26 @)m(t,2)
8tm = 28x2m @ x&vm, 2 e
Unmittelbar folgt aus Gleichung (53)
m(0,2) = f(z).

Analog kénnen wir zeigen, dass c. aus e. folgt.
c. Ein Spezialfall des Resultats d.: Wenn V (z) = —3b?(z) ist, dann ist die Funktion

_ tl 9 t
m(t, z) = By (f (B(t)) exp(~ /0 SB(B(s))ds + /0 b(B(s))dB(s))) (54)
die Losung des Anfangswertproblems
0 1 62 0
am(ta z) = §Wm(t ) + bz )835 m(t,z),

m(0,z) = f(z).
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Man kann dieses Resultat auch durch die Girsanov-Formel beweisen:
Die Kolmogorov-Riickwirtsgleichung liefert, dass eine Funktion m(t,z) € C12(Ry x R!)
genau dann eine Losung des Anfangswertproblems

0 1 92 0 1
Em(t,w) = iﬁm(t,w) + b(x)%m(t,av), t>0, zeR,
m(0,z) = f(z), z€R

ist, wenn m die folgende probabilistische Darstellung
m(t,z) = By (f(X3)), t >0, z € R

hat, wobei dX; = b(Xy)dt+ dB; ist. Aus der Girsanov-Formel wissen wir, dass der Prozess
X; eine Brownsche Bewegung beziiglich des Mafles @) mit d@Q) = Z;dP; ist, wobei

B B t _1 t 9 ’
7, = exp( /Ob(XS)dBS 2/0 b2(X,)ds)
ist. Weiter ist
m(t,z) = Eu(f(Xy) =Eo(f(X) 27 Z0) = Bo(f(X0) 27 )

= Bo(r(x el [ #00)aB, + 3 [ 0x)49)
= Bo(r(x el [ 005X, — 3 [ #0x)as)
= w.(f B el [ wBaB -1 [ (B9
Also ist die Funktion
i) = Bo(s B x| o(B)aB, ~ 5 [ (3as)

0

die Losung des Anfangswertproblems

) 1 92 0
am(t, r) = 5wm(t,x) + b(x)ﬁ_xm(t’m)’
m(0,z) = f(z).

Beispiel 4.2 Wir nehmen an, die Stammfunktion v von b sei in C2(R'). Dann ist die
Funktion

m(t,z) = eXP(—v(w))Em(f(B(t))exp(v(B(t)))eXp(—%/0 (VY2(B(s)) + Ay(B(s)))ds)) (55)

die Lésung des Anfangswertproblems

0 1 0? 0
Em(t,x) = 5@”1(75,30) +V’Y($)%m(t,l‘),

m(0,z) = f(z).
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Aus der Ito-Formel haben wir

t B(t) 1 [t
/0 b(B(s))dB(s) = / by)dy — /0 b (B(s))ds

(siehe A.11). Folglich kann die Funktion m(¢,z) in Gleichung (54) mit Vy = b in die Form
(55) umgeschrieben werden.

Wenn wir v(t,z) := exp(y(z))m(t, z) definieren, wobei m(t,z) wie in (55) ist, ergibt sich
aus der Feynman-Kac-Formel: Die Funktion

t
v(t,z) = Ex(exp(—%/o (V*(B(s)) + Av(B(s)))ds) exp(y(B(1)) f (B(t)))

ist die Losung des Anfangswertproblems

Solte) = Aulta) — (V@) + Ay(@)(t,a),

v(0,z) = exp(y(z))f(x).

4.3 Besondere Anfangsbedingung der Feynman-Kac-Formel

Im Folgenden zeigen wir, dass die Feynman-Kac-Formel nicht nur fiir allgemeinere Poten-
tiale mit Eigenschaft (42), sondern auch fiir allgemeinere Anfangsbedingungen gilt: Wenn
die Anfangsbedingung der Feynman-Kac-Formel die Eigenschaft

0f (z)

o2
/Rn eXP(—E|a:|2)|f(:C)|2da:+/Rn exp(—e|a:|2)|w|2dx + /Rn exp(—6|$|2)|7af(x)

m |*dz < 0o (56)

hat, gilt auch die Feynman-Kac-Formel. Weil der Raum der Funktionen mit Eigenschaft
(41) im Raum der Funktionen mit Eigenschaft (56) liegt, haben wir nun einen gréferen
Geltungsbereich der Feynman-Kac-Formel fiir die Anfangsbedingung f. Bevor wir diese
Formel fiir diese Anfangsbedingung zeigen, beweisen wir zuerst noch ein Lemma.

Lemma 4.7 Sei die Funktion f € C'(R™) mit %, 1 =1,2,...,n absolut stetig. Weiter
sei H?(R™) der Sobolev Raum und

H>2(R") = {geL*R"): firl|s| <2 gibt es g©*) € L*(R*) mit ¢©) = g und
| o9%¢is = (-°1 [ geds, ve e o). (57)
R Rn”

Fiir alle € > 0 liegen die Funktionen exp(—e|z|?)f(z) genau dann in H*%(R"), wenn die
Funktionen f die Bedingung (56) erfiillen.

Beweis. Fiir alle ¢ > 0 seien die Funktionen exp(—¢|z|?)f(x) in H>?(R™), d.h. fiir alle i

liegen
2

0 0

exp(—elz[*)f(z), 5—exp(—elz|*)f(x) und —— exp(—elz[*)f ()
o0x; 0r;

in L2(R™). Durch eine Rechnung ergibt sich

8%1- exp(—¢lz|*) f(z) = eXP(—Elﬂvlz)a%if(%) — 2ez; exp(—elz|’) f (). (58)
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Nun betrachten wir diese Gleichung. Fiir ¢’ < ¢ haben wir
| — 2ex;| < Cexp((e —€')|z|?), C > 0.
Folglich ist
| - 2exif(z)| exp(—elz’) < Cexp((e - €)|z]?)|f ()] exp(—el|z]?)
= Cexp(—€'|z])|f (2)].
Da exp(—¢'|z|?) f(z) € L*(R) ist, folgt fiir alle 4
—2¢ex; exp(—elz|?) f(z) € L*(R™).

Aus Gleichung (58) folgt fiir alle %

/l;n eXP(—€|x|2)(%f(x))2dx < o0,

1
weil 6%@- exp(—¢l|z|?) f(z) € L2(R") fiir alle 7 ist. Folglich ist
0 0
PPN 27 _ 2 9 2 _
[ exvtele g @ = [ explelal) St oo < o

Eine weitere Rechnung ergibt

0 2 _ 0 2\ 0 . 2
522 exp(—elz|®) f(z) = 52, (exp(—elz| )—amif(x) — 2ex; exp(—¢lz|®) f(z))
2 82 2 8
= exp(—e¢lz| )8$2f($) — 2ex; exp(—el|z| )8—%f(m)

~2¢ exp(—elel?) f () — 2z exp(—<laf?) 5o [ (0)

+482LL‘Z2 exp(—6|x|2)f(:c)

_ 2y 0% Ao 9 0
= exp(—elz] )ax?f(ﬂf)— ezi exp(—elal’) 5 - f(2)
—2eexp(—e¢|z|®) f (z) + 4e®2? exp(—e|z|?) f (z)- (59)

Jetzt betrachten wir diese Gleichung. Wiihle €' < €, dann ist fiir C > 0
0 0
| —dezin—f ()| exp(—elzl’) < Cexp((e —&)|z?)| - f(x)| exp(—elz|’)
ox; oz;
0
= Cexp(—e'|w|2)|yf(x)|.
Zj
Weil exp(—s’|x|2)a%if(w) € L%(R") fiir alle i ist (siehe oben), folgt fiir alle i
—dex; exp(—6|x|2)if(:1:) € L*(R").
8xi

Weiter ist

|4e?} f (z)| exp(—elz’) < Cexp((e —&')|z[*)|f ()] exp(—elz|?)
= Cexp(—¢'|z")|f(2)].
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Mit demselben Argument wie oben folgt fiir alle ¢
4e?x? exp(—elz|?) f(z) € L*(R™).
Aus Gleichung (59) folgt fiir alle 4
2y 0 2
exp(—elz[*) 5 5 f(z) € L*(R"),
L
weil % exp(—e¢|z|?) f(z) € L2(R™) fiir alle i ist. Folglich ist
0* 0*
[ expelaPZ L P = [ exp(—elar) SELE2
i
Umgekehrt erfiille die Anfangsbedingung f die Bedingung (56): Fiir alle ¢ > 0 gelte
of (z
[ exvieles@pas+ [ es(-elaP) D et [ exp(-ela) LD par < o
R» R» xZ R»
Aus dieser Bedingung und Gleichung (58) folgt fiir alle 4
0
92 exp(—el|z|?)f(z) € L*(R™).
Also ist
| 1ol @Pae = [ Y (- exp(—ela) S (@)Pds
Rn 8./1) n P a.’L'
_ Z/ — exp(—ela’)f(2))ds < oo.
n 7
Aus Bedingung (56) und Gleichung (59) folgt fiir alle ¢
2
Az exp(—elz[’) f(z) € L*(R").
Ox;
Also ist
0 2 2 2 2
= — dr = d
| g em(—elaP)f@Pa = [ Z a7 CP(elel®) ()
_ Z/ 2exp (—elz2)f (2))2dz < oo.
Jetzt miissen wir nur noch zeigen, dass fiir |s| < 2 und fiir alle { € C°(R™)
[ 9oein = (1) [ O¢da (60)

R”

ist, wobei g = exp(—¢|z|?)f(x) ist bei geeigneter Wahl der g(*).

WEeil die Funktionen (%Li absolut stetig sind, existieren die Funktionen Wa;%, so dass

/ OF & 4 _ OT i

0x; Ox; rr 0%;01;
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fiir alle ¢ € C°(R") ist. Wenn & € C°(R?) ist, dann gilt auch exp(—e¢|z|?)é € CX(R™).
Zuerst zeigen wir, dass (60) fir s = 1 gilt:

[ exp(elol?)s g -tdo == [ (expl(—elol) 3% + 57 (expl-claP) e

2

Wir beginnen mit der rechten Seite.
= [ (xpl=elaP) 5T + o2 (exp(—elol")) f)tda
— [ expl-eloP)egLdo— [ (5 exp(-elal)esds
= [ getes(elal)fdo — [ (- expl-claP) s
= [ tep(eloP)e)fdo— ([ s-texp(-elaP)fds— [ exp(-elal’)(5-€)fda)
- /R exp(—g|x|2)fa%gdx.
Zum Schluss zeigen wir (60) fiir s = 2:

0? 0?
[ epielal)gptdn = [ Sylexp(—elol®) e
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Wir beginnen wieder mit der rechten Seite.

2

[ 5o (—ela))eds
of

8

— [ G (explelol) 5L+ 5 (ex(~ Elw\z))f))é“d:v
0 0 0?

= [ ey 5L+ exp(ela?) S + (o exvl

of

0 0
= [ e-cloPieS Gar 2 [ (- expl-elafe gt
_|_

0
+? exp(—6|x|2) )édx

2exp 6|:1:| )Efdx
Bf 0

(—elzf? )(8—ﬂ£)fd:v

.

—exp( 6le2))§)fdcv —< / 9 (exp(—el]

n B.TZ

£)fdw)

(—ell)

82

Bf

—2/ exp(—elz|? )—f— i((a% exp(—elz|

- £<exp(—e|x|2>a—wi5)fdm+ [ explelol?) 137

.dzz:

L.

oo z

/ (weloP) gt grdot [ (5 exp(—ela
oon

-

/

elo[*)) f

-(exp(—elz| )E)%dm—2/nexp(—s\x|2)%§—.d:v

= _/Rn 8—((8—371 exp(— €|$|2))§)fdz+/Rn a—%(exp(—6|x|2)a—$i§)fdm
+/]Rn —((a—wz eXP(—€|:L'|2))£)fdz — /Rn a_xi(exp(_dx'Q)a_wig)fdx

L

9y, 07
+/Rn exp(—e|z| )faa:?ﬁdw

oy 07
= / exp(—e|z| )famzé“dx.

Gleichung (60) folgt unmittelbar.

Analog zum Resultat in Bemerkung 4.7 d. zeigen wir, dass dieses Resultat auch fiir die

Anfangsbedingung f mit Eigenschaft (56) gilt.
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Satz 4.23 Seien b(z),V(z), £ € R* Funktionen mit Eigenschaften (39), (42). Ferner
habe die Anfangsbedingung f die Eigenschaft (56). Eine Funktion m € C12(Ry x R") ist
genau dann eine Lisung des Anfangswertproblems

ot
m(0,z) = f(x),

wenn m die folgende probabilistische Darstellung hat:

lta) = 53 2hm(t,) + b)Y gt ) + (V@) + 3(6)mlt o),

m(t, ) = Ba(f(B(1)) exp( /0 V(B(s))ds + /0 b(B(s))dB(s))).

Beweis. Ist fiir allee > 0

of (z 0’f(x
[ esvtelells@Pas+ [ exp(—elol| 20D Part [ exp(—elof) L e < ox,
n Rn XL Rn T
dann ist E;|f(B(t))]? < oo, weil
BASBOP = = [ 11 e B e
ist. Wenn z = 0 ist, dann folgt
RS BOIP = oo [ 1P exp(- 2z <o
V2rt Jrn 2t ’
wobei € = 2% ist. Weiter ist
. —|z =z + |2|? 22
exp(————) = exp( 51 )exp(—5 )
3z[? 2> (1—=9)]2?
< i —ZL) = exp(———F5).
< exp(— ) exp(—— ) = exp( 5 )
Daraus folgt
1 1—46)|z?
BABOFP < o [ EPer-U ) e <0 )
wobei € = % mit 6 < 1 ist. Analog kénnen wir zeigen, dass fiir alle ¢
Bl f(BEO) < o0 (62
"0z,
und
0? 9
Exlﬁf(B(t))l < o0 (63)
Z;
gelten.

Bevor wir die Funktion m(t¢, z) definieren, zeigen wir zuerst die Existenz von

t t
B, (f(B(t)) exp( /0 V(B(s))ds + /0 b(B(s))dB(s)))
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d.h. wir miissen zeigen, dass

B, (1f (B(1)) exp( /0 V(B(s))ds + /0 b(B(s))dB(s))]) < oo

ist. Es gilt
t t

F(B(t)) exp( / V(B(s))ds + / b(B(s))dB(s))

< exp/ |V (B(s))|ds) exp |/

Aus (61), A.16, A.18 und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt
t t
B/ (BE) exp( | V(B:)ds + [ b(B(E)B) < o
0 0
Aus der It6-Formel (sieche A.9) folgt
) exp / V(B(s))ds +/ B(s))dB(s)))
2
G (;9 523 (BO) + 5P (BO)I(BO) +0BO) S 5 1(BE) +V(BO) (BD)

exp / ))ds + / b(B V)t + ( Za—xif B(®)) +b(B(#) f(B)))

exp/ V(B ds+/ B(s))dB(s))dB ().
Aus Satz 2.4 folgt, dass
exp/ V(B ds+/ B(s))dB(s)) — f(z)
/ Z;Qf )+ 52( ())f(B(S))er(B(S))Za—%f( (s)) +V(B(s))f(B(s)))

x exp( /O "V (B(u))du + /O " b(B(w)dB(u))ds
ein Martingal ist, weil
([ (5 o Be) B BO) ol | VBEs+ [ 636 B)ds) <
ist. Folgli::h ist
exp/ V(B ds+/ B(s))dB(s))) — f(x)
/ = g (B + BN B + B T 57 (3(5)

i

LV (B()£(B(s))) exp( /0 TV (B(u))du + /0 " b(B(w)dB(u))ds). (64)
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Aus dem Lemma in A. 21 folgt

282 Las (Bs) e /SV(B< )+

/0 " b(B(w))dB(u))ds)
= E,; 6(/ Lyyf(B exp/ V(B du+/ b(B(u))dB(
(u))dB

B(u))ds)

ot )
— Bo(Lyaf (B(Y)) exp( / V(B(w)du + / b(BwW)dB(w)) <o,  (65)

0 0

wobei Ly == 53, 2 6:52 + 22 +DY; a35; TV ist, weil die Familie

t S S
I / Ly f(B(s)) exp( /0 V(B(u))du + /0 b(B (w))dB (w))ds)} 110, socr

t—1p
gleichmiiBig integrierbar (siehe A. 24) und I C R ein Interval ist. Aus Gleichung (64) folgt
m(t, z) —m(0,x)

lim

_ :}Z E.(f, Li,bf(B(s))exp(fJV( : ))du + [ b(B(u))dB(u))ds)
bzw. -
5t )
= % (/tLbe eXp/ V(B du+/ b(B u))ds).

Aus Gleichung (65) folgt

%m(t,m) E;(Lyvyf(B exp/ V(B du+/ b(B(u))dB(u))) < oc.

Aus dem Resultat in Bemerkung 4.7 d. folgt, dass die Funktion

t t
m(t, z) = Bq(f (B(1)) exp( /0 V(B(s))ds + /0 b(B(s))dB(s)))

die Losung des Anfangswertproblems

%m(t z) = Z 5 2m (t,z) + b(z Z B—me (t,z) + (V(z) + %bQ(a:))m(t,x),

m(0,z) = f(w)

ist. [ ]

Bemerkung 4.9 Aus Lemma 4.7 und Satz 4.28 mit b =0 ergibt sich die Feynman-Kac-
Formel fiir Anfangsbedingungen f mit x — exp(—el|z|?)f(z) € H>*(R").
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5 Der Hilbert-Raum-Zugang fiir unbeschrinkte Potentiale

Wie in der Einleitung bereits erwdhnt wurde, wird in der Literatur fiir Anfangsbedingun-
gen im Hilbert-Raum L?(R") die Feynman-Kac-Formel als Darstellung der Halbgruppe
(e7*H) aufgefasst. Zum Beispiel betrachtet B. Simon in [Sim79] die Feynman-Kac-Formel
als Darstellung der Halbgruppe (e '), wobei H := Hy + V; Hy = —%A ist und das
Potential V' beschrinkt sein muss. Diese Formel in [Sim79] lautet:

Satz 5.24 Sei V € Coo(R™) eine stetige Funktion, die im Unendlichen verschwindet. Sei
B(t), t > 0 eine n-dimensionale Brownsche Bewegung. Weiter sei H = Hy + V ein
selbstadjungierter Operator auf D(Hy). Dann gilt

(f,eg) = lilo(f(B(O))g(B(t))exp(—/0 V(B(s))ds)) (66)

fiir alle f,g € L?(R™).
Beweis. (siehe [Sim79], Theorem 6.1) |

In demselben Buch (siehe Example 2, Seite 171) wird die Feynman-Kac-Formel auch durch
stochastische Analysis bewiesen.

Ausserdem untersuchte B. Simon in [Sim00] die Feynman-Kac-Formel auch fiir gewis-
se nach unten unbeschrinkte Potentiale: Die Feynman-Kac-Formel fiir den Schrédinger
Operator wird mit einem Potential V, das die Bedingung (42) erfiillt, bewiesen. Daraus
ergibt sich, dass die zugehorige Halbgruppe aus unbeschrinkten Operatoren besteht. Der
zugehorige Prozess ist bei B. Simon die Brownsche Briicke. Im Geist dieser Arbeiten ha-
ben K. Broderix, H. Leschke und P. Miiller in [BLM04| die Feynman-Kac-Formel fiir eine
allgemeinere Klasse von Potentialen bewiesen. In dieser Arbeit bzw. in [BLMO04] wurde
sogar die Feynman-Kac-I1t6-Formel fiir diese allgemeine Klasse von Potentialen bewiesen.
Im folgenden geben wir zunichst eine etwas ausfiihrlichere Darstellung des Beweises von
B. Simon [Sim00]. In Anschlul daran formulieren wir das Resultat von [BLMO04] und
ziehen einfache Folgerungen.

Wenn o®¥! die Brownsche Briicke mit a®¥%%(0) = z, a®¥%!(t) = y bezeichne, so ist fiir
f € Cy(RY)
E(f(a""!(s))) = Eq(f(Bs)|B: = y)

gegeben durch die bedingte regulire Erwartung. Daraus folgt zum Beispiel :

=

+(9(By) exp(— /0 V(B,)ds))

E,(g(B¢) exp(— /Ot V(Bs)ds)|By = y) Py(By € dy)

I
5

) (Q;)g exp(— 12 ;f' )9 (y)E(exp(— /0 V(a9 (s))ds))dy
= e~ o (z,9)9(y)Q(z,y; V, t)dy, (67)

n
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wobei
—£E2
e wy) = (27r1t)% exp(— 2 )
und
Qa,y;Vit) = Blexp(— / 204(s))ds)
= Blexp(— / (1= 2)a+ 2y + Via(2))ds) (68)
ist.

Die n-dimensionale Brownsche Briicke besteht aus einem n-dimensionalen Gauflschen Pro-
zess {o (1) }iq,0<;<1 mit der Kovarianz

E(o;(t)oj(s)) = 6;; min(t, s)(1 — maz(t, s))
und
B(ai(t)) = 0
fiir alle 4, j € {1,2,...,n}. Falls B eine Brownsche Bewegung ist, dann ist
a(s) = B(s) — sB(1)

eine explizite Realisierung der Brownschen Briicke.

Die folgenden Resultate sind aus [Sim00] entnommen.

Satz 5.25 Sei V eine stetige Funktion auf R" und nach unten beschrinkt und sei H =
Hy+ V. Dann gilt firt >0

(e My / P@ely)e 7 (o, 9)Q(e, y; V, t)dady (69)

fiir alle @,vp € L2(R").

Bemerkung 5.10 Die Gleichungen (66) und (69) sind dquivalent (siche A.12 bzw. Glei-
chung (67)).

Jetzt betrachten wir ein Potential V' mit Eigenschaft (42). Fiir ein solches V' ist H = Hy+V
wesentlich selbstadjungiert auf C2°(R™) (sieche [RS75], Theorem X.38). Also kénnen wir
den Funktionalkalkiil benutzen, um die unbeschrinkte Halbgruppe e ~* zu definieren.
Folgender Satz zeigt, dass die Feynman-Kac-Formel auch fiir dieses V' gilt.

Satz 5.26 Sei V eine stetige Funktion mit Eigenschaft (42). Dann ist fir alle z,y €
R™,t > 0 die Funktion Q aus (68) endlich. Seien o, € L*>(R") mit kompaktem Trager.
Dann ist o, € D(e ) fir alle t > 0 und es gilt

tH gy — / @ oy)e 7 (2,9)Q(z, y; V. t)dady.
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Um Satz 5.26 zu beweisen, brauchen wir folgende Sétze:

Satz 5.27 Sei V eine stetige Funktion mit Eigenschaft (42) und sei die Funktion Q wie
in (68). Dann ist fiir allet > 0 und 6 > 0

Q(z,y; V,t) < Dexp(dz® + 6y?), (70)
wobei D von t,0 und der Konstanten C. abhdngt.
Lemma 5.8 Sei X eine Gaufische Zufallsvariable. Wenn eE(X?) < % ist, dann folgt
E(exp(eX?)) < oc.

Beweis. Ist cE(X?) = e0? < 3, dann folgt

1 72
E(exp(eX?)) = W/exp(—ﬁ)exp(eﬁ)dx
1 (1 —20%¢)z?

Nun beweisen wir Satz 5.27.

Beweis. Wenn 0 < 8 < 1 und z,y,a € R" sind, dann folgt

2|0z + (1 — 0)y|? + 2|af?
2(z2 + 42 + |af?).

0z + (1 —0)y+af* <
<

Weil V (z) > —¢|z|?> — C. ist, erhalten wir

—V(6z+ (1—0)y+Via) < elfz+(1—0)y+ \/ia(i)\Q +Ce
25($2 + y2 + t\a|2) + C..

IN

Weiter ist

QaVit) = Blexp(— [ V(1= Do+ Ty +Via(D)s)

< E(exp(/o (2e(x? + 92 + ta(§)2) + C.)ds))
= E(exp(C:t + 2et(z® +9%) + /0 25ta(§)2ds))
= E(exp(C.t + 2et(z? +y?) + 2¢ /1 t2a(s)?ds))
0
= exp(Cut + 26t(2> + %)) E(exp (2’ /0 o(s)%ds)).

Mit der Jensenschen Ungleichung haben wir

1 1
E(exp(ZetQ/O a(s)?ds)) S/o E(exp(2et’a(s)?))ds (71)
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(siehe A.13). Weil E(a(s)?) an der Stelle s = 5 maximiert wird, folgt aus Lemma 5.8

/O B(exp(2:t’a(s)?))ds < B(exp(2et’a(5)")) < oo, (72)

wenn 2et’E(a(3)?) < 1 bzw. et? < 1 ist, weil

1 1 1

E(a(5)%) = s1-3)=7

ist. Also kénnen wir ¢ = ‘j—g mit dg < 1 wéhlen.

Aus (71) und (72) folgt

Qy V1) < expl(Cat + 26i(s + ) Blexp(2e?0(3)?) < oo,

wenn ¢ = ‘g—g mit dy < 1 ist. Folglich ist
QysVit) < exp(Cut) exp(o2 (o + 7)) Blexp(2800(3)?))
= exp(Cut) exp( 22 (& + 7)) (1~ o)
= exp(Cut) exp(3(z® + 1)1 — 2) 3,
wobei @ := § ist. Daraus folgt
Q(z,y; V;t) < Dexp(d2” + %),
wobei D := (1 — %)’% exp(Ckt) ist. ]

Satz 5.28 Seien A,, A selbstadjungierte Operatoren auf einem Hilbertraum H und

A A im starken Resolventen-Sinn. Sei f eine stetige Funktion auf R und ¥ € H

"0
mit ¥ € D(f(Ay)) fir alle n.
(i) Wenn sup,, ||f(An)¥|| < oo ist, dann folgt 1 € D(f(A)).

(i) Wenn sup,, ||f(An)?¥|| < oo ist, dann folgt f(Ay)p n o (AP

Bewelis. Sei

fm(-’ff') = f(.’L‘) wenn |f(:c)| <m

—m  wenn f(z) < —m.

{ m  wenn f(z) >m

Dann folgt aus Thm VIII.20 in [RS72], dass fiir festes m

Fa(An) =g Fn(A)
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stark konvergiert. Folglich ist

[ fm (A)9l

T [ fon(An)]
Sgp ||fm(An)¢||
< SITILPHf(An)iPH-

IN

Ist sup,, || f(An)¥|| < 00, so ist sup,, || fm(A)¥|| < co. Daraus folgt 1 € D(f(A)).

Nun sei sup,, || f(4n)%| < oo, dann ist fiir m > 0

107 (An) — Fm(ADPI < £ (A

1
< —sup||f(4n)*|| < 0.
m n

Also konvergiert

gleichmifig in n. Daraus folgt

FA = F(A,
weil

1f(An)d — f(A)YI < [If(An)p — fm(An) P + | fm(An)Y — fm(A)9]]
+Ifm (A) — f(A)l

ist. [ ]
Schliefilich beweisen wir Satz 5.26.

Beweis. Sei V,,(z) = max(V(z), —n), dann sind die Funktionen V;, nach unten beschrinkt.
Aus Satz 5.25 folgt

(p, e Hmgp) = / P(@)p(y)e™ " (2,1)Q(z, y; Va, t)dzdy, (73)

wobei H,, := Hy + V,, ist.
Weiter sei ¢ € L?(R") mit kompaktem Triger. Aus Satz 5.27 folgt

sup || exp(—tHn)p|| < oo
n

fiir alle ¢ > O (siehe A.14). Aus der wesentlichen Selbstadjungiertheit von H auf C°(R")

und (V, = V)n , =7, 0 fiir beliebige Funktionen n € CZ°(R") folgt, dass Hy, zu H im
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starken Resolventen-Sinn konvergiert. Setze in Satz 5.28 A, = H,, A = H, f(z) = e™@
und ¥ = ¢, dann gilt
¢ € D(f(H)) = D(e ")

und

I(f(Hn) = F(H))ell ), =% 0

bzw.
[(e™"» — el = O- (74)

Aus Satz 5.27 und zusammen mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt

[T (5,0)Q0, s Vi )y, =, [ F@ely)e " 0,) Qa3 V.

(75)
Also folgt aus (73), (74) und (75)

tH ) — / P@ow)e o (2,9)Q(z, y; V. t)dady.

Folgende Resultate werden von der Arbeit in [BLM04] von Broderix, Leschke und Miiller
entnommen.

Satz 5.29 Sei A ein Vektorpotential mit den Eigenschaften
|A]?, VA € L2 (R") N Kioe(RY),
sei V' ein skalares Potential mit V = V1 + Vo, wobei
Vi € L (R") N K+ (R™) und Vo mit Eigenschaft (42)

ist. Weiter sei H(A,V) := 3 Z (10; + A;)?> + V; i = v/—1. Dann folgt

(e AV f) () = / ki, ) f (4)dy

fiir alle f € D(e HAV)) = {f € L(R™) : [ ki(z,y) f(y)dy € L2(R™)}, wobei

2
_lz—y]

e 2t _
ki(z,y) = L /6 SulAV:0) 01 (db),

t i [t t
Si(A,Vib) = z'/o A(b(s))db(s) +§/0 (VA)(b(s))ds+/0 V(b(s))ds und

o y das Wahrscheinlichkeitsmafl der Brownschen Briicke ist.

Bemerkung 5.11 Wenn n < 3 ist, dann folgt L?, (R"™) C Kyoc(R™).
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Jetzt betrachten wir die Feynman-Kac-Formel, wie sie in [RS75] steht.

In [RS75] wird die Feynman-Kac-Formel mit einer anderen Art des Potentials betrachtet:
Das Potential V' hat die Form

V=Vi+Vs,
wobei V7 € L?(R?) und V5 € L®(R?) ist.
Satz 5.30 (Feynman-Kac-Formel) Sei das Potential V' eine reellwertige Funktion in

L?(R3) + L®(R3) und sei H = Ho+V; Hy = —3A. Weiter sei B(t), t > 0 eine 3-
dimensionale Brownsche Bewegung mit B(0) = z. Dann ist

(e f)(z) = Ez(f(B(t))eXP(—/O V(B(s))ds))
fiir alle f € L2(IR3).
Beweis. (siehe [RS75], Theorem X.68) ]

Nun kombinieren wir die Bedingungen der Potentiale, die in [Sim00] und [RS75] stehen.
Wir betrachten ndmlich ein Potential V' der Form

V=V+V, (76)

wobei Vi € L?(R?) und V; die Funktion mit Eigenschaft (42) ist.

Das nichste Resultat ist die Feynman-Kac-Formel fiir Potential V' wie in (76). Dieses
Resultat folgt aus Satz 5.29 mit A = 0 und den Bemerkungen 5.11, 5.10. Beachte, dass
man e in diesem Fall als unbeschriinkte Halbgruppe betrachtet:

Satz 5.31 Sei das Potential V' eine reellwertige Funktion wie in (76) und sei H = Hy +

V; Hy = —%A. Weiter sei B(t), t > 0 eine 3-dimensionale Brownsche Bewegung mit
B(0) = z. Dann ist

t
(e "7 f)(z) ZEx(f(B(t))eXp(—/O V(B(s))ds))

fiir alle f € D(e ) = {f € L*(R®) : E,(f(B(t)) exp(— [, V(B(s))ds)) € L*(R3)}.

Bemerkung 5.12 Sei £ € R und das Potential V' wie in (76). Dann ist
t
(7O f)(2) = Ex(f(B(t))eXP(—/O £V (B(s))ds))

fir alle f € D(e~©) = {f € L*(R®) : Ey(f(B(t)) exp(— [} EV(B(s))ds)) € L2(R)},
wobei H(£) := —3A + £V ist.
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6 Nachwort

Diese Arbeit beschiftigt sich mit dem Geltungsbereich der Feynman-Kac-Formel, und da-
bei insbesondere mit den Bedingungen an die Potentiale und die Anfangsbedingungen der
partiellen Differentialgleichung. Fiir eine spezielle Klasse von Prozessen, ndmlich solcher,
deren Diffusionskoefliziente beschrankt ist, 16st die Feynman-Kac-Formel die partielle Dif-
ferentialgleichung mit Anfangsbedingung. Ausserdem beschiftigt sich diese Arbeit auch
mit dem Geltungsbereich der Kolmogorov-Riickwirtsgleichung, und dabei insbesondere
mit den Voraussetzungen fiir die Anfangsbedingungen der partiellen Differentialgleichung.

Im 1-dimensionalen Fall gibt es eine Aquivalenz zwischen der Feynman-Kac-Formel und
der Kolmogorov-Riickwirtsgleichung, die man durch die It6-Formel zeigen kann.

In dieser Arbeit wird die Aquivalenz der verschiedenen Darstellungen der klassischen
Feynman-Kac-Formel gezeigt. Ausserdem haben wir diese verschiedene Darstellung mit
unterschiedlichen Methoden gezeigt.

Um weitergehende Ergebnisse zu erzielen, kann man die Methoden, die in Kapitel 4 be-
schrieben werden, anwenden. Man kann z.B. die Feynman-Kac-I1t6-Formel als Losung
des Anfangswertproblems mit denselben Methoden wie in Kapitel 4 beweisen, wobei die
Bedingungen der Funktionen, die in der Feynman-Kac-It6-Formel stehen, diejenigen der
Funktionen in Kapitel 4 sind, ndmlich: Seien die Funktionen b(x), f(z), V(z), z € R" mit
Eigenschaften (39), (41) und (42). Dann ist die Funktion

t
m(t, z) = Ey(f exp/ V(B(s))ds + - / divb(B )ds+i/0 b(B(s))dB(s)))

die Losung des Anfangswertproblems

0 1 0 N, i 1
am(t,w) = iwm(t,x) + zb(w)%m(t, z)+ (V(z) + 3 divb(z) — §b2(x))m(t,x),
m(O,.’B) = f(w)a

wobei i := /—1 ist.

Die Methoden aus Kapitel 4 kénnen sogar benutzt werden, um die Feynman-Kac-1t6-
Formel fiir Potentiale, die in der Kato-Klasse liegen, zu beweisen. Die Feynman-Kac-It6-
Formel mit Potentialen aus der Kato-Klasse kann als Losung des Anfangswertproblems
dargestellt werden, weil wir die Resultate aus Theorem 3.6 (Seite 69) und Proposition 3.8
(Seite 72) in [CZ95] haben.

Analog kann man die allgemeine Kolmogorov-Riickwirtsgleichung wie in Satz 4.22 bewei-

sen, ndmlich: Der Prozess in der Kolmogorov-Riickwértsgleichung ist 2n-dimensionaler
Diffusionsprozess &(t) := (£1(¢), &2(t)), wobei

&i(t) = :(;—{—/0 dB(s), &oft) —y+/ V(B(s))ds+= /Odivb(B(s))ds—{—i/O b(B(s))dB(s)

ist und die Funktionen b(z), f(z),V(z) mit x € R* die Eigenschaften (39), (41) und
(42) haben. Mit demselben Argument wie bei der Feynman-Kac-It6-Formel gilt die
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Kolmogorov-Riickwirtsgleichung auch fiir Potentiale V', die in der Kato-Klasse liegen.

Im letzten Kapitel dieser Arbeit haben wir die Feynman-Kac-Formel fiir Potentiale, die
eine Form wie in (76) haben, bewiesen. Im Gegensatz zur klassischen Situation ist e*#
jetzt ein unbeschrinkter Operator.

Schliefllich sind die offene Probleme dieser Arbeit:

e Die Feynman-Kac-Formel als Losung eines Anfangswertproblems bei unstetiger An-
fangsbedingung

e FErweiterung auf grofere Potentialklassen bei einem allgemeineren Diffusionsprozess &;
bzw. zeitabhidngigem Diffusionsprozess

e Erweiterung der Feynman-Kac-It6-Formel durch Hinzufiigen eines inhomogenen Terms
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Appendix

A. 1 Definiere

Lof(z) = lim ;(f(l“) — Pif(z))
= lim (/@) ~ B f(B)

Aus der Ité-Formel folgt
df (By) = Z—f(Bt dBj + 5 Z - 2f
%
bzw.
. t 1 82
f(By) s)dB® - —~ f(Bs)d
Daraus ergibt sich

t—0 ¢

bzw.

wobei A := Z der Laplace-Operator ist.

za2

A. 2 Wir haben fiir allet > 0

t ¢ ¢
exp(— / V(B,)ds) = 1 — / V(B,) exp(— / V(By)du)ds. (77)
0 0 s
Beweis. Zuerst betrachten wir die linke Seite von (77):
d t t
e [ V(Ba) = expl= [ V(B)as) V(B (78)
Die rechte Seite von (77) ist
d t t d t t
- / V(B,) exp(~ / V(Bduwds) = —% [ V(B.)exp(— / V(By)du)ds
dt 0 s dt Jo s
d t

= —— | F
i | (t, s)ds, (79)
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wobei F(t,s) := V(B

d t
2| F =
o /0 (t,s)ds

Weiter ist
t
L
0

V(B

und

Folglich ist

t
/ F'(t,s)ds
0

s) exp(— f V(B ) ist. Ferner ist
1 t+h t
lim —(/ F(t+ h,s)ds — / F(t,s)ds)
hJo 0
1 t+h t+h t+h t
lim L ( / F(t + b, s)ds — / F(t, 5)ds + / F(t, s)ds — / F(t, 5)ds)
0 0 0 0
1 t+h 1 t+h t
lim  ( / (F(t+ hy 5) — F(t, 5))ds) + lim ~( / F(t, s)ds — / F(t, 5)ds)
0 h—0 h 0 0

h—0 h

) t+h @ (t-l— h, 8) _ (t,s) 1 t+h t

’lll_r)% A ds + }lll_rg) E(/o F(t,s)ds — /0 F(t,s)ds)
, t+h F(t,s)ds

/ F'(t,s)ds + hm f

/ F'(t,s)ds + F(t,t)
0

/ " Pt s)ds + V(By). (80)
0

t t
(t,5)ds = — /0 V(B,) exp(— / V(By)du)dsV (By)

S)exp(—/:V(Bu)du) — V(B,)expl /SVB )

= —exp/V )du)

_ Eexp(—/s V(By)du).

t t
= —/0 disexp(—/s V(By)du)dsV (By)
t t
_ (exp(— / V(Bu)du) — exp( /0 V(B,)dw)V (By)

t
= —(1—exp(—/0 V(Buy)du))V (Bt)

= V(B +exp(— /0 V(B.)du)V (By). (81)

Aus Gleichungen (81) und (80) folgt, dass (78) und (79) gleich sind. ]

A. 3 Definiere

t
P f(2) := By (cxp(~ /0 V(B.)ds)f(By)).
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Also ist

|PtVf($)|

IN

exp (/| Vo) Ex | f (By)|
= c(t,V)Pf|(2),

wobei c(t, V) := exp(t||V]|oo) ist.

A. 4 Markoveigenschaft (siehe [Wil79], Seite 105) Wenn & € bF (Raum der beschrinkten
F2-mefbaren Funktionen von Q nach R) und n € bF° sind, dann folgt

E;(£0im) = Ex(EEx,n),

wobei (£0:n)(w) := E(w)n(Qyw) ist.

A. 5 Aus Gleichung (18) folgt

I-GV = I-G+V
(R = By '+V
I = (Ry)'R{+VRY
Ry, = RY +R,\VRY

bzw.

I-GY = I-G+V
(R)™ = BY'+V
I = RY(R))'+R{V
Ry = RY +RYVR,.

A. 6 Zu zeigen R)f(z) — RY f(z) = R\VR} f(z).
Ryf(z) — R} f(x)
= Bo [ exp(oht— A f (X exp(4) — 1)t

00 t
_ E, /0 exp(— At — Ag)f(Xy)dt /0 dsV (X,) exp(Ay)
- n T dsv(x,) / " exp(=As — M — Ay yu) f(Xsru) exp(Ay)du
0 0
_ B, /0 ds exp(~As)V (X,) /0 exp(=Mt — (Agtu — A3))f(Xosa)du
= E; /000 dsexp(—As)V(X5) /000 exp(—Au — Ay 0 65) f(Xy 0 65)du
= E, /00 dsexp(—As)V(X;)Ex, /00 duexp(—Au — Ay) f(Xu)
0 0

— B [ dsesp(-A)V(X)R{F(X)
0

= R)\VRY f(z).
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Analog kann man zeigen, dass fir alle f € Cy(R"™)
Rif(z) — RY f(z) = RYVR\f(x)
gilt.
A. T Aus der Ité-Formel haben wir
d(exp(— At)f(Xt)) = (dexp(—Ay)) f(X:) + exp(—A)df (Xy) + (dexp(—Ay))df (Xy).
Deﬁmere Ay = fo Xy)du, dann ist d(exp( Ap)) = —exp(—Ay)V(Xy)dt und
C = f(Xy) fo gf s)ds, dann ist dC’ = df(X;) — Gf(Xy)dt. Folglich ist
d(exp(—A)f(X1)) = —V(Xi)exp(—Ay)dtf(Xy) + exp(—A)(dC] + Gf(X1)dt)
+(=V(Xe) exp(=Ar)dt) (dC] + G f (Xr)dt)
= exp(—A))(GF(X0) — V(X0) f (X0))dt + exp(—Ay)dC.

A. 8 Dynkin-Formel (siehe [Oks98], Theorem 7.4.1) Sei f € C?(R") und T eine Stoppzeit
mit By (1) < co. Dann ist

B (f(X,)) = /() + Eal / " AF(X,)ds),

0
wobei A der Generator der Ito-Diffusion X auf R™ ist.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Gleichungen (6) und (9). |

A. 9 Aus der Ité-Formel fir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion Q(x,y), die die
Bedingung (41) erfillt, haben wir

Q&) = (Gda(®)+ 5 deald) + 550 5 des(Oda(t) + 5 dea(thdEs(t)
+5§§ e (1)d61 (1) + 2%;’@( &S () Q6 (1), (1)
Sind{l()—x+fo ))dB()undfg()—y—l—fO ds—l—fo (&1(s))dB(s),
dann folgt
dalt) = ol6a())dB(),
dolt) = V(& (E)dt+ E1)B)
da()Er (1) = o (6 (1)
sl = V),
dé1(t)d&2(t) = d&a(t)déi(t) = o(&(t))b(&a(t))dt.
Also st
dQ(ﬁl( ),€2(t))
2 2
— OG5 + P 0) 55 + o EOE )5 5+ VE0) Q6. GO

(¢
0 0
Ho(6()) 5 + &t ))B—)Q(fl() §2(1))dB(t)-
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A. 10 Definiere Q(z,y) := f(z) €Y, dann ist
qt,z,y) = Eg(Q(&1(2),&a(1)))
t t
— B ((G@) e [ Via)ds+ [ b6 (9)dB()
0 0
= eYm(t, x),
wobei mi{t,2) = By (£(€1(1)) exp(fi V(€1())ds + i b(&1(s))dB(s))) ist
A. 11 Definiere F(z) = f; b(y)dy. Aus der Ité-Formel folgt

dF(B(s)) = F'(B(s))dB(s)+%F”(B(s))ds

% F"(B(s))ds = F'(B(s))dB(s)

B(s)
d([ " bdy) - (BN = HBE)BG)

dF(B(s)) —

t B(t) 1t
/0 b(B(s))dB(s) = / bly)dy — /0 b (B(s))ds.
A. 12 Zu zeigen

1 —|z —y|?

o P

B (a(B)exp(- [ V(B = [ )o(u) @, 3: V; 1)y

B, (g(By) exp(— /0 V(B,)ds))

= [ EBren [ VB | B=yPB € a)
Q 0

/ 1 (—‘.’L' - y‘Q
= €X
Rn (\/ 27Tt)n P 2t

_ 1 —|z —y|?

B /R" (V2mt)" exp(——5—)9(¥)Q (2, y; V; 1)dy.

A. 13 Zu zeigen

owB(exp(— [ V(1= D+ Jy+ Via(G)ds)dy

1 1
2 2 2 2
B (exp(2et /O a(s)?ds)) < /0 B(exp(2et2a(s)?))ds.
Definiere Ef(s) := fol f(s)ds, dann folgt
1
/0 E(exp(2et?a(s)?))ds = EE(exp(2et’a(s)?))
= EE(exp(2et’a(s)?)).

Die Jensensche Ungleichung liefert

9(B(X)) < B(q(X)),
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wenn q eine konvere Funktion ist. Also ist
exp(B(X)) < E(exp(X)).
Weiter definiere X = 2et?a(s)?, dann ist

1
exp(2et2 / o(s)%ds) < El(exp(2et2a(s)?).
0

Wir bilden den Erwartungswert E in dieser Ungleichung und erhalten

E (exp (2612 /0 o(s)2ds) < BE(exp(2et2a(s)?)) = /0 E(exp(2ef2a(s)2))ds.

A. 14 Definiere V,(z) := maz(V(z), —n), n € N. Daraus folgt —V,(z) < -V (z).
Weiter ist

t S S S
QaVent) = Blexp(= [ V(1= D+ Ty + Via(D)is)

t):(;—l- ty—i-\[a( ))ds))

t
< Blew(~ [ V((1-
0
= Qz,y;V,1)
fir alle n € N. Aus Satz 5.27 haben wir
Q(z,y; Vi, t) < D exp(dz” + 5y°)
fir alle n € N. Folglich ist

e g ?

_ 2
= 1w nexp( = =90, 45 Ve, )i P

2t
T — 2
- [ / b e (5 Qe 1V D)
|z —yf? .
< faa(f dy|( o P g )R Vi o))

—|z — y|?

1 2
_ /dx</ i, ﬂ_ﬂt)nexp( )R,y Va, Ole(y))

_ _ 2
s 12 =90 02 (0,4 Vi, D ()

IN
\
.

8
\
L
<
1\3
:1

2t
< dx dyeXP_ _y‘Q)eXP(%wQ+25y2)|90(y)|2
< do [ dyexp(~(g; — 20)[af?) exp(~ (5 — 20) ) exp( T ()
S / i [ dyexn(=(5; — 2)laP) exp(—(; = 20)ly) exn(EE Do) P
— e [ et~ 2Pt Py [ expl—(; — 201 exp( Ny
< olelvalsn) [ e 200+ Car
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wobei C(p) :=sup{|y| : y € supp(p)} ist. Der letzte Term

* 1 Cle)r
/0 exp(—(ﬂ—Qé)TQ-f— ;

)dr

ist endlich. Da wir fir festes t jeweils § so klein wdhlen kdonnen, so dass 2% — 26 >0 ist,
definieren wir o 1= 2% —2) >0 und B := @ > 0. Dann ist

/00 exp(—(l —20)r? + C((’D)r)dr = /00 exp(—ar? + Br)dr
0 0

- /0 Texp(a(r?— Drt %))dr exp(%)
= ool [ eniatr- Ly - 2)
- exp(%) /O ~ exp(—az?)dz < oo.
Daraus folgt
et < oo

fir alle n.

A. 15 Sei dX; = 0(X;)dBy; Xo = x eine Ité-Diffusion auf R' und o eine Funktion, die
die Bedingung (39) erfillt. Hier wollen wir zeigen, wenn V(z) > —e|z|? — C. ist, dann
folgt

t
Em(exp(—/ V(X,)dr)) < oo.
0
Aus dem Satz von Dambis und Dubins-Schwarz (sieche [WW90], Theorem 9.2.3) folgt
Xr = Bfor 0%(Xs)ds>
wobei B eine 1-dimensionale Brownsche Bewegung ist. Es ist klar, dass
T T
0 g/ o?(X,)ds g/ D?%ds = D?r
0 0
ist. Folglich ist

| X-| < sup |Bsl|
0<s<D21

Wenn V(z) > —¢|z|> — C. ist, haben wir
t t

/ V(X,)dr > / (—e|X, |2 — Cu)dr
0 0

t
= —s/ | X, |*dr — C.t
0

¢
> —6/( sup |Bs|)%dr — C.t
0 0<s<D2r
2
> —et( sup |Bs|)® — Cet.

0<s<D2t
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Also ist

t
Em(exp(—/o V(X;)dr)) < Ez(exp(et(0<sg%2t|Bs|)2+Cgt))

= exp(C:t) Ex(exp(et( sup \Bs|)2)).
0<s< D2t

Wenn X > 0 ist, dann folgt

B, (X) = /Q X (w)dP, (w)

QJo
0 Q

= / P {X > a}da.
0

Unmittelbar folgt

E,(exp(et( sup |By])?)) = /Ooon(eXP(Et( sup | By))?) > a)da

0<s<D2t 0<s<D2t
*° loga, 1
= [T sw 1B > (Y
0 0<s<D?t et
Nun zeigen wir, dass fir alle a > 0
P,( sup |Bs| > a) <2P;( sup Bs; > a)
0<s<t 0<s<t
ist. Weil
sup |Bs| = sup max(Bs,—Bs)
0<s<t 0<s<t
= max( sup B, sup (—Bs))
0<s<t  0<s<t
ist, folgt
P,(sup |Bs| >a) = Py(sup Bs; > a oder sup (—Bs) > a)
0<s<t 0<s<t 0<s<t
< Py(sup Bs;>a)+ Py(sup (—Bs) > a)
0<s<t 0<s<t
= 2P,(sup Bs > a).
0<s<t

Das Spiegelungsprinzip (Reflection principle) (siehe [RY91], Proposition 3.7) liefert,

dass

P,(sup Bs > a) = 2P,(B; > a) = Py(|B| > a)
0<s<t
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ist. Aus (82) und dem Spiegelungsprinzip folgt

1
8% 3 Vda

o0
E,(exp(et( sup |Bi)?) < / 2P,( sup By > (
0<s<D2¢ 0 0<s<D2t et

o0
1
B 4/ Po(Bpa; > (—2%)3)da
0 et

_ 4 /0 P (exp(et(Bps,)?) > a)da

= 4B, (exp(et(Bp2;)?))
= 4E,(exp(etD’B})) < oo,

wenn € so klein ist, dass etD?E,(B?) < % gilt. Folglich ist

Ex(exp(—/o V(X;)dr)) < exp(Cet)Bg(exp(et( sup |B;l)*)

0<s<D2¢
< 4exp(C.t)Eg(exp(etD*B?)) < oo,

wenn 8 so klein ist, dass etD’E,(B?) < % gilt, wobei B, = X7, und T, = inf{r :
Jo o*(Xs)ds > t} ist.

A. 16 Sei X eine Ito-Diffusion auf R, die die Form
dXt = O'(Xt)dBt; XO =T

hat, wobei o die Bedingung (39) erfillt. Dann folgt aus A. 15 und F.Knights multidimen-
sionaler Version des Satzes von Dambis und Dubins-Schwarz (siehe [WW90], Theorem
9.2.5)

IN

t .
exp(C.4) Eq (exp( / ez X [2d7)

exp(Ckt) HE (exp(et( sup |B])%))
0<7<D2t

t
B, (exp(— /0 V(X,)dr))

IA

%

4" exp(Ct) [ | B (exp(etD(B))?)) < o0,

i

IN

wenn € > 0 so klein ist, dass etD’E,,((B})?) < 3 fiir alle i gilt, wobei B} = X%t und
= inf{7 : [§ 0*(X,)ds > t} ist.

A. 17 Sei der Prozess X wie in A. 15. Nun wollen wir zeigen, dass fir K >0
E. (exp(K|X,])) < o0
ist. Wir wissen von A. 15, dass

| X, < sup |Bj]
0<s< D27

ist. Daraus folgt

E;(exp(K|X:|)) < Ez(exp(K sup |Bsl)).
0<s<D2t
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Aus (82) und dem Spiegelungsprinzip folgt

o0
E;(exp(K sup |Bs])) = / P(exp(K sup |Bs|) > a)da
0<s<D?7 0 0<s<D27
o0 I
- / P sup |By> 2% da
0 0<s<D2r K
o0
I
< / 2P,( sup B> Oga)da
0 0<s<D2T K

*© 1
— 4 / Py(Bpz, > —=)da
0 K

o
= 4/ P,(exp(KBp2,) > a)da
0

Folglich ist

K2D?

E;(exp(K|X;|)) < 4E;(exp(KDB;)) = 4exp(KDx + 9

T) < 00.

A. 18 Sei X eine Ito-Diffusion auf R™ wie in A. 16, dann folgt aus A. 17 und F.Knights
multidimensionaler Version des Satzes von Dambis und Dubins-Schwarz (sieche [WW90],
Theorem 9.2.5)

E;(exp(K|[|X-[)) < Ez(eXP(K\/”Z|Xi|))
Ez(exp(K\/nZ sup |Bj|))

— 0<s<D?t

[1 EBai(exp(Ky/n  sup |Bi|)
0<s< D27

IN

IN

%

4" | [ Ex; (exp(K/nDBY))

i

= 4" H exp(K+/nDz; +

1

IN

K?nD?

7)

(KnD)?

= 4"exp(————7) exp( K\/nDZ.’BZ

A. 19 Sei Y; eine Ito-Diffusion auf R* mit
dY; = V(Xy)dt + b(X¢)dBy; Yo =y,

wobei Xy wie in A. 16 ist und die Funktionen V und b die Bedingungen (42) und (39)
erfillen. Dann folgt

Eo(exp(CII%]) < Ba(exp(Cllyl) exp(C] / X,)ds[) exp(C| / B, )
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fiir C> 0. Aus A. 16 folgt
B (ep(C] [ VOB < Balew(© [ IV(X)]d5)
(exp C\/n/ ZW 2)|ds))
= I[®u(ex(cn /0 Vi(X,)|ds)) < o0

AN

Analog zu A. 18 haben wir

Be(exp(C] [ bX)aB)) < o0
Diese Resultate zusammen mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung implizieren
Eg(exp(C[[Y3[])) < o0
A. 20 Definition Eine Familie {ﬁ(f(t,x) — f(t,,:v))}t#r, 1,¢ cr heift gleichmdpig in-
tegrierbar genau dann, wenn es fir alle n >0, § > 0 mit P(A) < § gibt, so dass

1

B (- 1alf(t,2) - ft,z)) <n

1st.
A. 21 Lemma Sei I C R ein Interval. Wenn die Familie

{m(f(tam) - f(t’ax))}t;ét’, t,t el

gleichmdfig integrierbar ist, dann ist %f(t, x) integrierbar und

[ S0 = [ (1) duta).

Beweis. Definiere gn(x) := Tl_t(f(tn,:v) — f(t,x)), dann folgt

gn(z) — %f(t,a:), wenn t, — t.

Ist die Familie
{m(f(tax) — f(t ,m))}t#', t,t' el

gleichmdfig integrierbar, dann ist die Familie {gn(z)}n auch gleichmdfig integrierbar.
Folglich ist

. 0

tim, [ (gn@)dn(o) = [ (7(t,))du(a).

tn—t
Auflerdem ist

tlnigt (gn(z))dp(z) = tn%tt — /f tn, x)du(x /ftmd,u

= 2 / £t 2)dp()).
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Unmittelbar folgt
[ se0due) = [ (51t 0)duto)

A. 22 Wir wollen zeigen, dass die Familie

t
(gt e F @) s, e

gleichmdfig integrierbar ist, wobei Zy := elo V(&©)ds st Nach der Definition in A. 20
missen wir zeigen: Fir alle n > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass fiir alle Ereignisse A mit
P(A) < 4§ gilt

t
Bo(— 14| [ Luof(€1(5) Zods]) <.

t - t() tO
Aus den FEigenschaften der Funktionen o,V, f und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung er-
halten wir

t
4] [ L f(61() Zuds)
—al ],

1

t
mEx(lA /to |Lv,of(£1(5)) Zs|ds)

E,(

IN

IN

t s

gy Bella | KK exp(C7ll(s) ) exp | Weiwidna
1 s

2 K [ Baa (Ol @) el RGO

< K'K  max Ew(lAeXP(C*H&(s)H)eXP(/ [V (&1 (u))|du))
s€(to—e,to+e) 0

IA

< KK max (B, (12)} BalexplC 66 D) (Balexp( [ 4V (6 (w)ldu):
s€E(to—e,to+e 0

Sei jetzt P(A) < 6. Aus A. 18 und A. 16 bekommen wir

max  (Ez(13))? (Ba(exp(4C*€1(5)])))) T (Eq (exp( /0 T4V (& (w)ldu))t < 5510

s€(to—e to+e)

fir C1,Co > 0. Nun haben wir

t 1
1A| LV,af(fl(S))stSD < K*Kj§2010,.
t—t() tO

Daraus folgt, dass es fir alle n > 0 ein § < (K—KWCW)Q gibt mit P(A) < 4, so dass

t
Lal [ Lvef(&1(s))Zsds|) <n

E
””(t—to to

1st.
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A. 23 Wir wollen zeigen, dass die Familie

1
t—1o

t
(—( / Lo Q(E1 (), £2())d3) Vi, 1. t0cr

gleichmdfig integrierbar ist. Nach der Definition in A. 20 miissen wir zeigen: Fir alle
n >0 gibt es ein 0 > 0, so dass fir alle Ereignisse A mit P(A) < ¢ gilt

1 t
1al [ Lvp,oQ(&1(s),€2(s))ds|) <n

E
””(t—to t

Aus den Figenschaften der Funktionen o,b,V,Q und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
erhalten wir

t
Lal [ LvpoQ(&1(s),&2(s))ds|)

0 to
t
< B [ LvaeQUe(s), () lds)
0 to
t
S g - el / (K* + nK) exp(C*(||é1(s)]| + [|€2(s) 1) )ds)
t
< t_l — (K" + 1K) / E. (L exp(C*[|€1(5)]]) exp(C*[|€2(s)]))ds
0 to
< (K'+nK) | max  Eo(laexp(C()]) exp(C(s)ID)
< (K*+nK)  max  (Ep(13))? (Eg(exp(4C*|1€1(s)[1))) 3 (Ex (exp(4C* |2 (s)]]))) -

s€(to—e,to+e)

Sei jetzt P(A) < d. Aus A. 18 und A. 19 bekommen wir

max  (Ey(13))2 (Bx(exp(4C*|[€1(s)]1)) T (o (exp(4C™||€2(s))) 1 < 62C1C3

s€(to—e,to+e)

fir C1,Cs > 0. Nun haben wir

t

Lal [ LypoQ(&(s), &a(s))ds|) < (K* +nK)d2C1Cs.

E
x(t—to to

Daraus folgt, dass es fir alle n >0 ein § < (mﬁ gibt mit P(A) < ¢, so dass

t

Lal [ LvpoQ(61(s),2(s))ds]) <

E
‘”(t—to to

1st.

A. 24 Wir wollen zeigen, dass die Familie

(2 / Ly (B(s)) exp / V(B(w))du + /sb<B<u)>dB<u))ds}t#0,t,tog

t—1p

gleichmdfig integrierbar ist. Nach der Definition in A. 20 miissen wir zeigen: Fir alle
n > 0 gibt es ein § > 0, so dass fir alle Ereignisse A mit P(A) < ¢ gilt

E,(

t s s
2l [ masB@) e[ VB [ aB)aBw)is) <
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Aus den Figenschaften der Funktionen V,b, f und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung er-

halten wir

IN

IN

IN

IN

t
Eo(—14] [ Lysf(B(s)) expl / ))du + / b(B w))ds|)

t— 1o o
el [ |Eval (B exp/v du+/ b(B())dB(w)|ds)
Lom (L / G ;zf( DI+ 5KV (B)|+ KI5 [ (B)

t—to

el B(s)2 + C)|f (B exp/ V(B |du+|/05b(B( ))dB

[ Bl fBO) + KA (B + KI5 1(B()

t_t() tO

+|f(B(8))I)eXp(ﬁ\B(8)l)eXp(/Os|V(B(u))\dU+I/Osb(B( ))dB(u)]))d
1

02 1 0
e Ba(La(Glgg B+ GRS (B + Kz f(B(s)

HF(B(5))) exp(8IB(s)]) exp( / V(B (w)|du + | /0 " b(B(u))dB

2
max | Ba(Lag| <5 f(B(s)] exp(8]B(s))

to € to-I—E

Xexp/ |V(B |du+|/ b(B

o Eg(14= K2|f( (s))|exp(B|B(s)|)

Xexp/ |V (B |du+|/ b(B

+ max B (1AK| f(B(s))|exp(B|B(s)])

to Eto-l—s)

Xexp/ V(B |du+|/ b(B
tmax i E.(1a|f(B(s))|exp(B|B(s)]|)
0 g,t

Xexp/ V(B |du—|—|/0 b(B(u))dB

Aus (61), (62), (63), der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, A. 16 und A. 18 folgt, dass die

Familie

{

! /LV,,f exp/ V(B du+/ b(B(u))dB(u))ds} 140 ,t,10cT

t—to

gleichmdfig integrierbar ist.
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Bezeichnungen

Im Folgenden fasse ich kurz die Bedeutungen einiger Symbole zusammen, die in der Arbeit
verwendet werden. Die meisten Symbole werden auch im eigentlichen Text definiert.

C(M)

C*(M)

C(R")

C(Ry,R™) bzw.
C([0,0),R™)

Ch(R")

Co(R™) bzw. Cu(R™)
()

Cee(R)

CZ(R")

C2 (R, x R")

bezeichnet die beliebig oft differenzierbaren, stetigen Funktio-
nen auf der Riemannschen Mannigfaltigkeit M.

bezeichnet die stetigen Funktionen auf der Riemannschen Man-
nigfaltigkeit M, die dariiberhinaus stetige zweite Ableitungen be-
sitzen.

bezeichnet die stetigen Funktionen auf R".

bezeichnet die stetigen Funktionen von R; nach R".

bezeichnet die stetigen beschrinkten Funktionen auf R”.
bezeichnet die stetigen Funktionen auf R”, die im Unendlichen
verschwinden.

bezeichnet die stetigen Funktionen auf R", die dariiberhinaus ste-
tige erste Ableitungen besitzen.

bezeichnet die beliebig oft differenzierbaren, stetigen Funktionen
mit kompaktem Triger auf R".

bezeichnet die stetigen Funktionen mit kompaktem Trager auf R",
die dariiberhinaus stetige zweite Ableitungen besitzen.

bezeichnet die stetigen Funktionen auf R”, die dariiberhinaus ste-
tige erste Ableitungen beziiglich der ersten Variable und stetige
zweite Ableitungen beziiglich der zweiten Variable besitzen.
bezeichnet das Interval [0,00) C R.

bezeichnet die Verteilung beziiglich des Prozesses mit dem Start-
punkt z.

bezeichnet die Erwartung beziiglich des Prozesses mit dem Start-
punkt z bzw. den Erwartungswert beziiglich P,.

bezeichnet die Borel-o-Algebra auf R™.

ist die Menge aller integrierbaren Funktionen auf R", d.h. genau
dann ist f € L*(R"), wenn [p, |f(z)[*dz < oo gilt.

ist die Menge aller mefibaren Funktionen auf R, so dass fiir M < oo,
|f(z)| < M fast iiberall beziiglich des Lebesguemafles ist.
bezeichnet die Menge der symmetrischen, nicht-negativ definiten
n X n-Matrizen.

bezeichnet die kanonischen Filtrationen auf C(Ry,R™).

bezeichnet die rechts-stetigen kanonischen Filtrationen auf C'(R; ,R").
bezeichnet den Raum aller rechts-stetigen adaptierten Prozesse A,
Ap = 0 von lokal endlicher Variation, die fast sicher stetig sind.
bezeichnet den Raum aller fast sicher stetigen lokalen Martingale.
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