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Zusammenfassung

Diese Dissertation ist ein Beitrag zur Untersuchung der Anwendbarkeit der Random-
Matrix-Theorie (RMT) in der Quantenchromodynamik (QCD).

Untersucht werden die Fluktuationen der kleinen Eigenwerte des Dirac-Operators mit
Kogut-Susskind-Fermionen und SU,.(2)-Eichfeldern. Diese werden mit Hilfe eines Hybrid-
Monte-Carlo-Algorithmus erzeugt.

Die Universalitit der Fluktuationen kleiner Eigenwerte, das heiBt die Ubereinstimmung
der numerisch berechneten Spektren mit den Vorhersagen des chiralen Random-Matrix-
Modells wird in dieser Arbeit nachgewiesen.

Die Bedeutung dieses Resultats liegt in der Allgemeinheit des Ansatzes, die QCD-Zustands-
summe fir ein endliches Volumen durch ein Random-Matrix-Modell zu approximieren.






Abstract

This thesis is a contribution to study the application of random-matrix theory (RMT) in
quantum chromodynamics (QCD).

Fluctuations of the small eigenvalues of the Dirac operator with staggered fermions and
SU.(2) gauge fields generated with the hybrid Monte Carlo algorithm are studied.

The universality of fluctuations of the small eigenvalues, i.e. the agreement of numerically
computed spectra with predictions of the chiral random-matrix model is verified in this
thesis.

The importance of this result rests on the universality of the approach to approximate the

finite volume QCD partition function with a random-matrix model.

11






Inhaltsverzeichnis

Zusammenfassung

Abstract

Einleitung

1 Gitterformulierung der QCD

1.1

1.2

1.3

1.4

Quantenchromodynamik im Kontinuum . . . . ... .. ... ... .....

Symmetrien . . . ... Lo
Quantenchromodynamik auf dem Gitter . . . . .. .. .. ... ... ..
1.3.1 Die Eichfelder . . . . . . .. .. ...
1.3.2  Die Fermionfelder . . . . . . .. .. .. o000

1.3.3 Die Observablen . . . . . . . . . . . . ..

Der Kontinuumslimes . . . . . . . . . . . . ..

2 Algorithmen

2.1

2.2

2.3

2.4

Monte-Carlo-Methoden auf dem Gitter . . . . . .. .. .. ... ... ...
Der Hybrid-Monte-Carlo-Algorithmus . . . . . . ... .00 000000 ..
Der Kramers-Algorithmus . . . .. ... ... .00

Effizienz von Algorithmen . . . . . .. .. oo

I1

~I

14

14

17



INHALTSVERZEICHNIS

2.5 Beschreibung der Parallelimplementierung . . . . . .. .. ... ... ... 29
2.6 Das Verfahren des konjugierten Gradienten . . . . . .. .. ... ... ... 33
2.7 Vergleich von HMC und Kramers . . . . . .. ... .. .. ... ... 34
Dirac-Operator und Random-Matrix-Modell 41
3.1 Theoretische Grundlagen . . . . . . .. . ... . L L o 41
3.1.1 Symmetrien des Dirac-Operators . . . . .. .. .. .. ... .... 41
3.1.2  Die Banks-Casher-Relation . . . . . ... ... ... ... 45
3.1.3  Die Leutwyler-Smilga-Summenregeln und die mikroskopische Spek-
traldichte . . . .. ... o o 47
3.2 Spektrale Korrelationen im Random-Matrix-Modell . . . . . ... ... .. 50
3.2.1 Das chirale Random-Matrix-Modell . . . . ... .. ... ... ... 50

3.2.2  Vorhersagen der chiralen Random-Matrix-Theorie fiir das chGSE . 53

3.3 Numerische Spektrumsberechnung . . . . . .. ... .. ... 0L 54
3.3.1 Implementierung . . . . .. ... 54
3.3.2 Rechenleistung und Skalierbarkeit . . . . .. .. .. ... ... ... 58
Ergebnisse 61
4.1 Leutwyler-Smilga-Summenregel . . . . . ... ... o000 61
4.2 Fluktuationen der kleinsten Eigenwerte . . . . . . . .. .. ... ... ... 62
4.2.1 Statische Naherung . . . . . .. .. ... oL 62
4.2.2 Dynamische Fermionen . . . . . . . .. ... ... 000 70
4.3 Random-Matrix-Universalitat . . . . .. ... ... ... 00 75
4.3.1 Thermodynamischer Limes . . . . . . . ... .. .. ... .. .... 75
4.3.2 Topologie . . . .. . 76

4.3.3 Ubergang zum Kontinuum . . . . . .. ... ... .......... 7



INHALTSVERZEICHNIS VII

5 SchluBbemerkungen und Ausblick 79

Literaturverzeichnis 81






In Zusammenhang mit dieser Arbeit entstanden folgende Publikationen:

e M.E. Berbenni Bitsch, A.P. Gottlob, S. Meyer, M. Piitz, Can we do better than hybrid
Monte Carlo?, Nucl. Phys. B53 (Proc. Suppl.) (1997) 965.

e M.E. Berbenni Bitsch, S. Meyer, A. Schafer, J.J.M. Verbaarschot, T. Wettig, Micros-
copic universality in the spectrum of the laltice Dirac operator, Phys. Rev. Lett. 80
(1998) 1146.

e M.E. Berbenni Bitsch, S. Meyer, The spectrum of the QCD Dirac operator and chiral
symmetry, Nucl. Phys. B (Proc. Suppl.) 63A-C (1998) 814.

e M.E. Berbenni Bitsch, A.D. Jackson, S. Meyer, A. Schéfer, J.J.M. Verbaarschot, T.
Wettig, Random-matriz universality in the small-eigenvalue spectrum of the latlice

Dirac operator, Nucl. Phys. B (Proc. Suppl.) 63A-C (1998) 820.

e M.E. Berbenni Bitsch, S. Meyer, T. Wettig, Microscopic universality with dynamical
fermions, Phys. Rev. D58 (1998) 071502.

e M.E. Berbenni-Bitsch, M. Géckeler, T. Guhr, A.D. Jackson, J.-Z. Ma, S. Meyer,
A. Schifer, H.A. Weidenmiiller, T. Wettig, T. Wilke, Crossover to non-universal
microscopic spectral fluctuations in latlice gauge theory, Phys. Lett. B438 (1998) 14.

e M.E. Berbenni-Bitsch, M. Gockeler, S. Meyer, A. Schafer, T. Wettig, Universal and
non-universal behavior in Dirac spectra , hep-1at /9809058, submitted to Nucl. Phys.
B (Proc. Suppl.) (1999).






Einleitung

Einige Eigenschaften der Hadronen wie beispielsweise die kleine Pionmasse und die Ab-
wesenheit von Paritdtsdoublets im Spektrum weisen sehr stark auf die spontane Brechung
der chiralen Symmetrie hin. Ein teilweiser Einblick in diese nichtperturbativen Phénome-
ne der Quantenchromodynamik (QCD) wurde mit Hilfe groff angelegter Gittersimulatio-
nen erreicht [1]. Eine Schwierigkeit hierbei ist, daB der Ordnungsparameter des chiralen
Phasentibergangs — das chirale Kondensat — erst nach einer komplizierten Extrapolation
erhalten werden kann: namlich nach dem Ubergang zum thermodynamischen, zum chira-
len und zum Kontinuumslimes. Hinzu kommt, dafl in der Nahe des chiralen Grenzwertes
die Finbeziehung dynamischer Quarks durch Beriicksichtigung der Fermionendeterminante
den Rechenaufwand enorm erhéht. Diese Determinante 148t sich als Produkt der Eigen-
werte des Dirac-Operators ausdriicken. Das macht eine detaillierte Untersuchung seines
Spektrums zum besseren Verstandnis des Einflusses dynamischer Fermionen auf die QCD
unumganglich. Weiterhin steht das chirale Kondensat in direkter Beziehung zu den kleinen
Eigenwerten des Dirac-Operators und zwar durch die Banks-Casher-Relation [2]. Aus ihr
folgert man, daf} die mittlere Lage der kleinen Eigenwerte durch das chirale Kondensat
bestimmt ist. Die Anwesenheit von Eichfeldern fiihrt zu Fluktuationen der Eigenwerte um
ihre mittlere Lage. Diese Fluktuationen beeinflussen die Fermiondeterminante. Thre Un-
tersuchung ist Gegenstand dieser Dissertation. Shuryak und Verbaarschot duflerten 1993
[3] die Vermutung, daB diese Fluktuationen universell sind. Das bedeutet, daff sie allein
von bestimmten grundlegenden Symmetrien des Dirac-Operators abhédngen und nicht von
der detaillierten Dynamik der QCD. Die Fluktuationen der kleinsten Eigenwerte werden
in diesem Fall durch analytische Funktionen beschrieben, die im Rahmen der einfacheren
Random-Matrix-Theorie (RMT) berechnet werden kénnen. Diese analytische Informati-
on ist nicht wie die Gittersimulationen auf endliche Volumina, endliche Quarkmassen und
diskretisierte Raum-Zeit beschrankt und kénnte somit bei den oben erwdhnten Grenzpro-
zeduren von Nutzen sein.

Die Random-Matrix-Theorie hat ihren Ursprung in der Kernphysik. Sie wurde in den fiinf-
ziger Jahren von Wigner eingefithrt [4]. Die Grundidee war dabei folgende: Tm Bereich
niedriger Energien ist die Zustandsdichte p(F) des Kernspektrums klein und man kann
daher die Zustande mit Hilfe einfacher Kernmodelle detailliert beschreiben. Dabei werden
die Nukleonen als sich in einem Potentialtopf frei bewegende Teilchen angenommen. Mit
steigender Anregungsenergie (K > 6 MeV') wird dieses Modell immer ungenauer; hier liegen



die Energiezustande so dicht, dafl es nicht mehr moglich ist, sie individuell zu berechnen.
Daher geht man dazu iiber, die Eigenschaften der Kernzustinde statistisch zu beschrei-
ben. Man kommt so zur Random-Matrix-Theorie. Genauer gesagt, wird die Matrix des
Hamilton-Operators durch eine stochastische Matrix mit wohldefinierten Symmetrieeigen-
schaften ersetzt. Die Figenschaften des Kernspektrums werden dann durch Mittelung iiber
ein gauBverteiltes Ensemble von stochastischen Matrizen berechnet.

Die Universalitat spektraler Fluktuationen wurde in der mesoskopischen Physik nachge-
wiesen [5]. Dort zeigte man, daB in hinreichend ungeordneten Systemen die spektralen
Korrelationen universell sind und aus der RMT dafiir analytische Ausdriicke erhalten wer-
den kénnen mit den grundlegenden Symmetrien des Systems als einzige Fingabe. Es gibt
auch in der QCD schon einige Hinweise auf die Universalitat mikroskopischer Spektralei-
genschaften [6, 7, 8,9, 10, 11, 70, 91]. Ein direkter Nachweis fehlte jedoch bisher. Eine erste
Untersuchung der Dirac-Spektren auf dem Gitter wurde in [59] durchgefiihrt. Dort wurde
gezeigt, dal die Fluktuationen im Hauptteil des Spektrums auf der Skala des mittleren
Niveauabstands universell sind und durch die RMT korrekt beschrieben werden. In dieser
Studie standen nur wenige Spektren zur Verfiigung, so dafl die Fluktuation der kleinsten
Eigenwerte um ihre Mittellage nicht untersucht werden konnte. Im Rahmen dieser Disser-
tation war es dagegen moglich, eine grole Anzahl Spektren zu erzeugen. Simuliert wurde
mit SU.(2)-Eichfeldern und Kogut-Susskind-Fermionen. Die Konfigurationen wurden mit
dem Hybrid-Monte-Carlo-Algorithmus erzeugt. Auf Grund der vorhandenen Ressourcen
konnte bisher nur auf relativ kleinen Gittern simuliert werden. Die Antwort auf die wichti-
ge Frage, was im Kontinuumslimes passiert, muf} auf einen spateren Zeitpunkt verschoben
werden.

Weiterhin stellt man im allgemeinen fest, dafl die mittlere Spekraldichte des Dirac-Operators
nicht universell ist und somit zu ihrer Berechnung die Kenntnis der Dynamik des speziellen
Systems erforderlich ist. In dieser Dissertation wird die Frage untersucht, ob eine vergleich-
bare Trennung der Skalen auch in der QCD stattfindet.

Diese Arbeit ist wie folgt gegliedert: Im ersten Kapitel wird die QCD 1im Kontinuum so-
wie deren Gitterformulierung eingefiihrt. Es werden auferdem die chirale Symmetrie der
Theorie und der Ubergang zum Kontinuum diskutiert. Das zweite Kapitel erldutert die
Monte-Carlo-Methode fiir die Simulation der QCD auf dem Gitter. Es wird insbhesondere
auf den Hybrid-Monte-Carlo und auf Kramers-Algorithmus eingegangen. Am Schluf} des
Kapitels werden die Resultate des Vergleichs beider Algorithmen dargestellt. Im dritten
Kapitel werden die Symmetrieeigenschaften des Dirac-Operators erlautert, sowie bestimm-
te Figenschaften seines Spektrums kurz skizziert. Desweiteren wird in diesem Kapitel das
chirale Random-Matrix-Modell und dessen Vorhersagen tiber Korrelationen im Spektrum
vorgestellt wie auch die Implementierung der Spektrumsberechnung erldutert. Das vierte
Kapitel schlieBlich ist dem Vergleich der spektralen Fluktuationen aus den Hybrid-Monte-

Carlo-Daten mit den Vorhersagen der chiralen Random-Matrix-Theorie gewidmet.



Kapitel 1

Gitterformulierung der QCD

In diesem Kapitel wird zundchst die Kontinuumsversion der Wirkung der Quantenchromo-
dynamik eingefithrt, wobei besonders auf die chirale Symmetrie eingegangen wird. Fs folgt
die Gitterformulierung der QCD. Zum Schluff wird der Ubergang zum Kontinuumslimes
der numerisch berechneten Observablen dargestellt.

1.1 Quantenchromodynamik im Kontinuum

Ziel einer Monte-Carlo-Simulation der Quantenchromodynamik ist die numerische Berech-

nung von Observablenerwartungswerten

<Q>= %/DA#szDE QA 1,15 9,m) exp(—S(Ap, 1,5 9,m)), (1.1)

wobei die Wirkung S von den Quarkfeldern ¢ und ¢, vom Eichfeld A,, von der nackten
Kopplungskonstante ¢ und der nackten Quarkmasse m abhéngt. € ist eine Observable,
z.B. die Energiedichte, und Z die Zustandssumme des Modells, die durch die Bedingung
< 1 >=1 definiert ist. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist durch das Boltzmann-Gewicht
exp(—5S) gegeben. Das Integrationsmall DA,DyDyp ist an dieser Stelle noch nicht wohl-
definiert sondern symbolisch zu verstehen.

Die Wirkung der Quantenchromodynamik setzt sich aus zwei Teilen zusammen

S SKont + SKont (12>

SEent ist der reine gluonische Anteil, der im euklidischen Raum wie folgt gegeben ist

gKont _ /d“ Fo(x) Fi(x), Fo(z) = 0,A%x)—0,A%x) —g f° Al (x)A%(z). (1.3)
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f sind die Strukturkonstanten der Gruppe SU(N.). Die reellen Felder Al (z) bilden
zusammen mit den Generatoren A* der Eichgruppe SU(N.) das Eichfeld A,(z)

Nf—l a

= 2 Ale) 5
a=1
Die euklidische Kontinuumswirkung fiir Fermionen lautet
Sp = /d4;c P () (v Dy + m) (), Dy =0, +igAu(x). (1.4)

Hier und im Folgenden sind die Indizes der Quarkfelder ¢, ;. und %a,f,c unterdriickt. Diese
sind: der Dirac-Index a, der Flavorindex f =1, ..., Ny und der Farbindex ¢ = 1,...; N, (N;
ist die Anzahl der Flavors und N, die der Farben).

In der euklidischen Formulierung der Kontinuumstheorie sind die Quarkfelder antikommu-
tierende Grassmann Variable. Da diese quadratisch in die Wirkung eingehen, kann man
(x) und ¥ (z) mit der Matthews-Salam Formel integrieren [12], so dafi man fiir die Zu-
standssumme der QCD

- / DA, det(]p + m) e~ 56 (1.5)

mit ) =, D, erhilt.

An dieser Stelle soll vorweggenommen werden, dafi die QCD-Wirkung (1.2) noch einen
Term enthélt, der das physikalische Vakuum charakterisiert. Es handelt sich um die ganz-
zahlige topologische Ladung' v des Eichfeldes

o 4 a a
N 327r /d Fi (), (1.6)
WO F/’jy(x) das duale Feldtensor zu F, (x) ist

[a 1 a
Fafs) = Sepsb2y(o). (1.7
Dieser Term wird mit dem Vakuumparameter 8 zur Wirkung hinzugefiigt, so daf} aus (1.5)
z, = / DA, det(]D + m) e-S5"+itv (1.8)

wird. [, DA, bedeutet, daB das Integral iiber Feldkonfigurationen mit topologischer Ladung
v zu berechnen ist.

Fiir die Betrachtungen in den Kapiteln 1 und 2 spielt die Gréfie v keine Rolle und wird
deshalb weggelassen. Da aber das chirale Random-Matrix-Modell in seinen Vorhersagen
die verschiedenen Vakuumssektoren der QCD miteinbezieht, wird die topologische Ladung
im dritten Kapitel dieser Arbeit in die QCD-Zustandssumme wiedereingefiihrt.

!Eine gute Einfiihrung in die topologischen Aspekte von Eichtheorien ist in Paragraph 3.4 und Kapitel
10 in [13] und in Kapitel 3 in [14] zu finden.
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1.2 Symmetrien

Im Folgenden wird auch die z-Abhéngigkeit der Felder unterdriickt.

Die fermionische Wirkung (1.4) ist invariant unter globalen Vektorflavor-Transformationen

b= Uvdp, & — U
N2

) f /\a,
Uy =e, Oy=3 0y
a=1

— 1.9
. (1.9
wo A" die Generatoren der unitaren Flavorgruppe Uy (Ny) sind. Diese Symmetrie von (1.4)
ist auch fiir endliche Masse m exakt, ihr entspricht die Erhaltung des Vektorstroms.
AuBerdem ist (1.4) im Limes m — 0 (chiraler Limes) invariant unter globalen Axialvektor-

Transformationen

Y= Ustp, = pUy
Nf—l /\a
Us=€eP%4 0,= > 04 5> (1.10)
a=1

mit v5 = 71727374. Dieser Symmetrie entspricht die Erhaltung des Axialvektorstroms.
Die Kombination von (1.9) und (1.10) ist eine chirale Transformation, die entsprechende
Uy (N§) Q@ Us(Ng)-Symmetrie der Wirkung nennt man chirale Symmetrie.

Fiir die nahere Untersuchung der Symmetrieeigenschaften von (1.4) ist es vorteihaft, Pro-

jektionsoperatoren einzufiihren

1 1
Pr, = 5(1 —7s), Pr= 5(1 +7s)

mit den tiblichen Eigenschaften
PL+PR:1, PLZIPL, PJZ%:PR, PLPR:PRPLZO.

Mit diesen Operatoren kann man die Quarkfelder in rechts- und linkshandige Komponenten

zerlegen

Yr="Pry, ¢, =1 Pr,
Yr=Pry,  Yp=0¢ P (1.11)
Da {vs,7,} = 0 ist, folgt fiir den masselosen Anteil von (1.4)

SIP*S,?:LO = /d“-ﬂmnm = /d4'7"$R7MDM¢R+/d4$$L7MDM¢L' (1.12)

GRont st invariant unter voneinander unabhiéngigen Transformationen der rechts- und
=

linkshandigen Quarks, also unter Transformationen der unitaren Gruppe Ur,(Nf) Q Ur(Ny).
Anschaulich bedeutet das: Im chiralen Limes propagieren rechts- und linkshéandige Quarks



6 KAPITEL 1. GITTERFORMULIERUNG DER QCD

unabhéngig voneinander. Die Gruppe UL(Nf) @ Ur(Ny) kann man in Untergruppen zerle-
gen

Ur(Ny) @ Ur(Ny) = Uy (1) @ Ua(1) @ SUL(Ny) @ SUR(Ny).

Die Uy (1)-Symmetrie entspricht der Erhaltung der Baryon- bzw. Quarkzahl. Die axiale
U4(1)-Symmetrie ist nur klassisch erhalten, quantenmechanisch wird sie durch die axiale
Anomalie [15] gebrochen. Es bleibt eine Z4(Ny)-Symmetrie? iibrig [16]. Insgesamt also
Uv(1)@ Za(Np) @ SUL(Ny) & SUr(Ny).

Die Invarianz der mit den transformierten Feldern gebildeten fermionischen Wirkung (1.12)
unter SUL(Ny) ® SUr(Ny)-Transformationen nennt man ebenfalls chirale Symmetrie.
Was ist die physikalische Bedeutung dieser Symmetrie? Betrachtet man frei propagierende
masselose Quarks mit Energie £ und Impuls p, die diese Symmetrie besitzen, so erfiillen

sie die Dirac-Gleichung
VP = (1 +i7p) ¢ = 0.

. (-F 0
“=L 0 ¢

und & = (04,09, 03) die Pauli-Matrizen sind, da auBerdem fiir masselose Teilchen E = |p]

Da 1y = ~4ad ist mit

gilt, erhdlt man nach Transformation auf rechts- bzw. linkshandige Quarkfelder
op
17l

Der Ausdruck %ﬁ ist nichts anderes als der Helizitatsoperator. Aus (1.13) sieht man, daf

ap
— YR = YR,

Fi Ur = —vr. (1.13)

die rechts- bzw. linkshandige masselose Felder Eigenzustande des Helizitdtsoperators mit
Eigenwerten +1 sind.
Die chirale Symmetrie wird durch den Massenterm in (1.4) explizit gebrochen

m Y =m P[P, + Pr] [P, + Prl¢ = m Ypior, + m ¢rip.

Man kann sie trotzdem als annédhernd erhalten betrachten, denn die in Stérungstheorie be-
rechneten Massen der up- und down-Quarks sind sehr klein® verglichen mit der typischen
Energieskala der starken Wechselwirkung. Schon fiir das strange-Quark ist die chirale Sym-
metrie jedoch keine gute Ndherung mehr und fiir die schweren Quarks ist sie iitberhaupt
nicht mehr giiltig. Es existiert jedoch ein sogenanntes Entkopplungstheorem [18], aus dem
hervorgeht, dafl in Niederenergieprozessen nur die leichten Quarks zu berticksichtigen sind,
so dafl man erwarten kann, dafl das niederenergetische Hadronenspektrum eine naherungs-
weise chirale Symmetrie besitzt.

Wenn dies so wére, miiiten die Hadronen in der Natur in Paritdtdoublets vorkommen, da

9 _ 12T - _
ZA(Nf)_{e i |n_0,...Nf 1}
3Nach dem M S-Schema ist m, ~ 1.5 —5 MeV, mg ~ 3 — 9 MeV [17].
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Teilchen entgegengesetzter Helizitat durch eine Paritétstransformation ineinander tiberge-
hen. Da man im Hadronenspektrum keine solche Entartung beobachtet, muf} die chirale
Symmetrie durch das QCD-Vakuum spontan gebrochen sein. Fiir Fermionen in der funda-
mentalen Darstellung der SU.(3) geschieht dies nach dem Schema SU.(N;) Q@ SUr(Nys) —
SUy(Ny).

Nach dem Goldstone-Theorem [19] entstehen bei spontaner Brechung einer exakten glo-
balen Symmetrie N)? — 1 masselose Bosonen. Da die Symmetrie von (1.4) wegen des Mas-
senterms nur anndhernd realisiert ist, haben diese Bosonen eine kleine Masse. Fiir Ny = 2
identifiziert man sie mit dem Tsotriplett der Pionen (7% 7%), fiir Ny = 3 mit dem Oktett
der pseudoskalaren Mesonen (7%, 7%, KO,FO, K% n).

Was kann man als Ordnungsparameter fiir die spontane Brechung der chiralen Symmetrie
betrachten? Am einfachsten sieht man das im Rahmen einer U(1)-Eichtheorie. Dort ist
(1.12) invariant unter folgenden chiralen Transformationen

Pr, — €M, P — e 1Yy

VR — €9FPR, Yp— e ORYp (1.14)

Dann transformiert sich die Bilinearform 510, gemif

ER’Iva — e"(eL"@R)%@/}L-

Wenn der Vakuumerwartungswert < iy, > invariant sein soll unter der Transformati-
on (1.14), dann muf er verschwinden. Das gleiche gilt fiir < ;¥ >, so daB man den

Erwartungswert

<P >=<Prr > + < Ppipr > (1.15)

als Ordnungsparameter firr die spontane Brechung der chiralen Symmetrie betrachten kann.
< t1p > nennt man chirales Kondensal. Sein Nichtverschwinden im Limes m — 0 signali-
siert spontane Brechung der chiralen Symmetrie.

1.3 Quantenchromodynamik auf dem Gitter

1.3.1 Die Eichfelder

Fiir die Gitterformulierung der oben eingefithrten Wirkung diskretisiert man das Raum-
Zeit-Kontinuum durch ein hyperkubisches Gitter mit Gitterkonstante a. Das Gittervolumen
sei V= L; x Ly x Ly x L;. Jeder Gitterpunkt ¢ hat die Notation ¢ = (i,145,15,1;) mit
i, = {0,1,....,L, — 1}. Der Index p = (i,é,f’),zl) numeriert die Einheitsvektoren im R*.
Man nennt einen Gitterpunkt gerade (ungerade), wenn i; + i5 + i3 + 15 gerade (ungerade)
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ist. Die Kontinuumsfelder A,(z) werden auf dem Gitter durch die Variablen U; , ersetzt.
Diese sind Elemente der Symmetriegruppe SU(N,) und sind auf den Kanten p, die von
den Gitterpunkten 7 ausgehen, definiert 4. Die Quarkfelder sind bei der Gitterformulierung
antikommutierende Grassmann-Variable ¢; und ., die an den Gitterpunkten i definiert
sind. Mit diesen neuen Variablen konstruiert man die Gitterversion der Wirkung.

Welche Anforderungen muf} eine solche Wirkung erfiillen? Zum einen erwartet man von
ihr, daf sie im Kontinuumslimes a — 0 die Form (1.2) mit (1.3) und (1.4) mit renormierten
Grofen reproduziert. Das ist der Fall, wenn die Beziehung zwischen alte und neue Eichfelder

U, = exp(igaA,(z)) (1.16)

ist. AuBerdem sollte sie die lokale Eichinvarianz der Kontinuumstheorie bewahren, d.h.
invariant sein unter lokalen Eichtransformationen der Felder

Ui = G(i) Uiy GTHi 4 ), i = G(i) s,

mit G(i) € SU(N,). Diese Forderungen sind jedoch nicht sehr einschriankend, denn sie
lassen viele mogliche Gitterformulierungen zu.
Die Zustandssumme in (1.1) nimmt folgende Form an

z = /HdUi,MHdW% exp(=S(U, ¢, 8,m, a)). (1.17)

Hier ist das Integrationsmaf definiert als Produkt tiber alle Variablen auf dem Gitter, dU; ,
ist das Haar-MaB iiber SU(N.). Bei der Integration iiber di; und dip; mufi man die Berezin-
Regeln fiir die Integration iiber Grassmann-Variablen beachten [12]. In der diskretisierten
Wirkung tritt noch die Abhangigkeit von der Gitterkonstante a auf. Im Folgenden wird
a = 1 gesetzt. Eine geeignete Wahl fiir den gluonischen Anteil ist die Wilson-Wirkung [20].

1
Se=8) (1 — 37 Re Sp Ufl») : (1.18)

N

Summiert wird hier iiber die Plaquetten Ui]iw an den Eckpunkten ¢ des Gitters in den
pr-Ebenen. Die Spur ist im Farbraum zu berechnen und es gilt
2N,

b= —.
g

Die Plaquette ist gegeben durch

uP =Ui, Uy, UL, U

1,4V 1+v, 1 2,V"

(1.19)

Man kann leicht nachweisen, dafi (1.18) die oben genannten Anforderungen erfiillt (siehe

z.B. Kapitel 6 in [21]).

4In der englischsprachigen Literatur nennt man die Gitterkanten links.
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Der gluonische Anteil (1.18) der QCD-Wirkung ist nicht nur invariant unter lokalen Eichtrans-
formationen, sondern besitzt eine zusédtzliche Symmetrie. Multipliziert man nadmlich alle
rdumlichen link-Variablen einer festen Zeitschicht mit Elementen z des Gruppenzentrums

von SU(N,) ®

Ugina = Ui (1.20)

fiir alle 7 und festes i3, so bleibt (1.18) unverdndert. Das Zentrum von SU(N,) ist

Z(N.) = {e¥ % |1=0,1,..N. — 1}. (1.21)

1.3.2 Die Fermionfelder

Die konkrete Formulierung einer Gitterwirkung fiir Fermionen ist komplexer als die fiir die
Eichfelder, da die naive Diskretisierung von (1.4)

naiv AR YN Y 1
SF IZ'QZ]iMijwja M;;, = —Z’m (ULM(S(H-M)J' — UZ'T—;L,M(SU—M)]) + m57;j (122)
L

i 2
aus verschiedenen Griinden fiir numerische Simulationen nicht geeignet ist.
Ein Grund ist, daB (1.22) zur sogenannten Fermionverdopplung fihrt. Das heifit: Wenn
ein Fermion mittels (1.22) auf ein Gitter der Dimension d gesetzt wird, so fithrt dies
im Kontinuumslimes zur Entstehung von 27 entarteten Fermionen statt eines Fermions,
wie in (1.4). Die Verdopplung kann man sich mit freien, masselosen Fermionen in zwei

Dimensionen veranschaulichen. Diese erfiillen im Kontinuum:

Setzt man ebene Wellen
¢L,R — ezF}t-I-zIm: XL,R
mit ysxr = +xr und y5x7, = —xr, in (1.23) ein, so erhilt man die Dispersionsrelation

E =tk —c0o<k<+oo.

Die naive Raumdiskretisierung von (1.23) auf einem (1 + 1)-Gitter ist

O i + v Wi > il _ (1.24)

Der Losungsansatz
ciBttikja

d’L,R = XL,R

5Das Zentrum C einer Gruppe G besteht aus allen Elementen z, fiir die zgz~! = g, 9 € G gilt.
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liefert eingesetzt in (1.24) die Dispersionsrelation

n o isin(ka)’
a
die fir ka <« 1

E ~ +k + O(k3a2)
ergibt. Aber auch ka = 7 — ka fithrt fiir ka < 1 zu
E ~ £k 4+ O(Ed?).

Das bedeutet: Tm Kontinuumslimes gibt es zwei zweikomponentige Dirac-Teilchen.

Das Phanomen der Fermionverdopplung auf dem Gitter beschrankt sich nicht nur auf
das hier konstruierte Beispiel, es ist vielmehr eng verbunden mit der exakten chiralen
Symmetrie der Dirac-Gleichung im TLimes m — 0. Nielsen und Ninomiya haben dies in
einer Reihe von Theoremen gezeigt [22].

Die zwei bekanntesten Méglichkeiten, diese 2¢ — 1 zusitzlichen Moden zu entkoppeln, sind
die Wilson-Methode [23] und die Formulierung mit staggered Fermionen, die auf eine Idee
von Kogut und Susskind [24] zuriickgeht.

In Wilsons Formulierung werden die zusatzlichen Fermionen durch addieren eines Laplace

Terms zu der naiven Fermionwirkung entfernt. Das ergibt
1 — ., -
SF = 5ok, Ky = 8=k 3 [(1=7)UiuSiami+ (147 UL, 18]y (1:25)
i\j u

mit dem Hopping-Parameter
1
= . 1.2
" 84+ 2m ( 6)

Dadurch verandert man die Dispersionsrelation in der Weise, dal im Kontinuumslimes le-

diglich eine niederenergetische Losung iibrigbleibt, die restlichen 2¢ — 1 erhalten unendliche
Masse und nehmen somit nicht an der Dynamik teil.

Die Eliminierung der tiberzédhligen Fermionen geht auf Kosten der chiralen Symmetrie, die
im Limes m — 0 explizit durch den Zusatzterm gebrochen wird. Das bedeutet: fiir alle
Bist < ¥ > # 0. Fiir Details dieser Formulierung sei hier auf die Literatur verwiesen
[21, 25, 26].

Die zugrundeliegende Idee des Kogut-Susskind-Schemas besteht darin, die Quarkfelder in

folgender Weise zu transformieren

*

i > Tixi o ¥F =TT mit Ty =4 42 420 43 (1.27)

Setzt man diese Felder in die naive Wirkung (1.22) ein, so erhilt man

_ 1
Sk =Y X:Mijxj, Mij = B > i (U@M(iﬂ)j - UZ-T_M#(S(Z-_M)J-) + mdé;, (1.28)
n

0]
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wobel M;; = FZTMZ-J-F]- ist. Die a;, = FZT'Y;»FHM sind die Kogut-Susskind-Phasen, die von
der Transformation (1.27) herrithren und die explizite Form

AN A

o, = (=)=t fir po= 1,2,3 und a; = 1

haben. Anstelle der Dirac-Matrizen (siehe (1.22)) stehen jetzt also Zahlen in der fermio-
nischen Wirkung, so dafl die Dirac-Komponenten der neuen Felder x nicht mehr gemischt
vorkommen. Die Wirkung ist durch die Transformation (1.27) spindiagonal geworden. Da-
mit ist der Dirac-Index nicht mehr auf Werte von 1 bis 4 beschriankt, man hat jetzt die
Freiheit, thn bis zu beliebigen ganzen Zahlen laufen zu lassen. Laft man z.B. nur den Wert
1 zu, so hat man einkomponentige Fermionfelder auf jedem Gitterpunkt.

Betrachtet man einen elementaren Hyperkubus mit 2 Ecken, so identifiziert man beim
Kogut-Susskind-Schema die 2* einkomponentigen Felder darin folgendermaBen: Da in vier
Dimensionen ein Dirac-Feld vier Komponenten hat, ergeben sich im elementaren Hyper-
kubus insgesamt vier verschiedene vierkomponentige Dirac-Felder. Man identifiziert sie im
Kontinuum mit Nf = 4 Quarkflavors®. Diese Verhiltnisse sind in Abbildung 1.1 fiir zwei
Dimensionen veranschaulicht.

1@ U @ [

® [ & [ @& []

Abbildung 1.1: Auf jedem Punkt des zweidimensionalen Gitters ist ein einkomponentiges Feld
x definiert. In zwei Dimensionen haben Dirac-Felder zwei Komponenten. Aus den vier Feldern
in einem Elementarquadrat ergeben sich also im Kontinuumslimes zwei Flavors von zweikom-
ponentigen Quarks. Durch dieses Verfahren wird die effektive Gitterkonstante fiir Fermionfelder
verdoppelt.

5Tm Folgenden bezeichnen wir mit Nf die Anzahl der Flavors im Kontinuum und mit N; die Anzahl
der Flavors auf dem Gitter bzw. in den Random-Matrix-Vorhersagen.
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Trotz Reduzierung der Fermionenzahl mit der Transformation (1.27) bleibt das Problem,
daBl die neuen Fermionfelder antikommutierende Grassmann-Zahlen sind. Damit ist der
Boltzmann-Faktor, der mit der entsprechenden Wirkung gebildet wird, ein Operator in ei-
ner Grassmann-Algebra und nicht als Wahrscheinlichkeitsverteilung verwendbar. Das heifit:
Mit den Feldern y so wie sie in (1.27) eingefithrt werden, kann man noch keine Simulation
durchfithren. Da aber die Wirkung quadratisch in den Fermionfeldern ist, kann man sie -
wie auch schon im Kontinuum - mit der Matthews-Salam-Formel fiir Gau-Integrale tiber

antikommutierende Variable analytisch integrieren [12]

/H dxdx; exp(— ZXz M;jx;) = det M. (1.29)

(]

Man erhélt dann fiir die Zustandssumme

_ /H dU; , det M(U) exp(—Sg). (1.30)

Ly

Das ist jetzt ein Integral iiber reelle Zahlen und daher im Prinzip zuganglich fiir numerische
Simulationen. In Wirklichkeit ist dies nicht praktikabel wegen der Gréfe der Matrix M;;,
deren Dimension N=(Anzahl der Gitterpunktex Anzahl der Dirac-Komponentenx Anzahl
der inneren Freiheitsgrade) ist und deren Determinante fiir jede Konfiguration der Gluon-
felder neu berechnet werden miifite. Allerdings ist M;; eine diinnbesetzte Matrix und diese
Tatsache machen sich viele Monte-Carlo-Algorithmen fir Fermionen zunutze.

Ein Ausweg aus dieser Schwierigkeit, der auf Weingarten und Petcher [27] zuriickgeht, ist
det M durch ein Integral {iber Pseudofermionfelder ¢* und ¢ zu ersetzen, die wie Fermionen

wechselwirken, jedoch ganz gewohnliche skalare Felder sind
det M /1‘[ dei et exp(— Z¢ “1g)). (1.31)

Das ersetzt die Berechnung der Determinante in (1.30) durch eine zwar kostenintensive,
aber erschwingliche Matrixinversion.

Ein letzter Aspekt ist, daB M;; nicht positiv definit ist und somit der Integrand in (1.31)
nicht als W. hrschelnhchkeltsmaﬁ betrachtet werden kann. Das kann korrigiert werden, in-
dem man M;; durch (MT M);; ersetzt. Das kommt zwar einer Verdopplung der Anzahl
der Fermionen gleich”, aber man wird weiter unten sehen, daff diese durch eine weitere
Uberlegung wieder aufgehoben wird.

Unter Beriicksichtigung von (1.27), (1.29) und (1.31) erhilt man fiir die diskretisierte Ge-
samtwirkung mit Kogut-Susskind-Fermionen

S(U7 ¢*7¢7ﬁ7 ﬁ Z <1 - _Re TI‘ Ufpu) —I_ qu); (MT M)z_yl 96‘7‘7 (132)

[nY 4,

“Denn det(M2) = (det M)Q.
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1
Mij=Pij+mij=5 ) aiy (Uiudiami — UL, u0i-y;) + md. (1.33)
n

Aus (1.33) sieht man, daB8 J2,; jeden Gitterpunkt : nur mit seinen nachsten Nachbarn i 4
verbindet. So verbindet (MTM),; lediglich gerade (ungerade) Gitterpunkte mit geraden
(ungeraden) und die Integration iiber die Pseudofermionen darf somit auf Grund dieser
Symmetrie auf eines dieser beiden Untergitter beschrankt bleiben. Hiermit werden auch
die entarteten Fermionen, die bei der Ersetzung von M;; durch (MTM);; entstanden waren,
entfernt.

Was den fermionischen Anteil betrifft, fithrt man die Simulation mit den Feldern ¢ durch,
wobei man diesen N; Komponenten (N; # Z\~ff ') geben kann. Gewdhnlich setzt man
Ny = 1. Nach der Simulation ist es méoglich zu einer Darstellung der physikalischen Quark-
felder v zuriickzugelangen, indem man gewisse Linearkombinationen der Felder ¢ eines
elementaren Hyperkubus bildet [28]. Die physikalischen Quarkfelder im Kontinuum haben
dann Nf =4 - Ny Flavors, also mindestens vier Flavors.

Auf dem Gitter ist die chirale Symmetrie U(Nf)®U(Nf) der Kontinuumswirkung bei
m — 0 zu einer U(N;)® U(Ny)-Restsymmetrie geworden. Die Bewahrung dieser Rest-
symmetrie ist ein willkommenes Merkmal der Kogut-Susskind-Wirkung, wenn man deren
Wiederherstellung untersuchen will. Die negativen Aspekte dieses Ansatzes sind die im-
mer noch zu hohe Flavoranzahl im Kontinuum und eine gebrochene Flavorsymmetrie auf
dem Gitter. Hier mufl auch erwahnt werden, dafl die Rekonstruktion der physikalischen
Quarkfelder v aus den Feldern ¢ keineswegs einfach ist, weswegen meistens die Wilson-
Formulierung fiir die Simulation der vollen QCD vorgezogen wird.

Aus dem rein formalen Observablenerwartungswert (1.1) wird also

1 [ Kk / [ Kk / [ &
<Q>= - [ TLdU ] dbids; QU 6,67 B,m) exp(—S(U,6,6"3,m))  (1.34)
RB bk g

mit S aus (1.33). RB bezeichnet hier die Randbedingungen, denen die Felder unter-
worfen sind. Auf einem Gitter mit Volumen V = L; X Ly x Ly x L; und mit Indizes
i, ={0,1,..., L 1} sind diese

UO,/J = ULmM furlu = 17273741
b = L., % b1, fiir p = 1,2,3
b0 = —or, 0o = —91,

Fir die Fermionfelder wahlt man iiblicherweise periodische Randbedingungen in den Raum-
richtungen und antiperiodische in der Zeit. Diese Wahl hangt mit dem Minuszeichen zu-
sammen, das bei geschlossenen Fermionenloops auftritt. Eine eingehende Untersuchung der
Frage der Randbedingungen findet man z.B. in Kapitel 4 in [25].
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1.3.3 Die Observablen

In dieser Arbeit wurden folgende Observablen auf dem Gitter numerisch berechnet:

e Die Plaquettewirkung

1
U = B (1 = 3R Sp Uiy Uins Ul UL (1.3

[N
die im Kontinuumslimes in [ d*z F}, (x) F}, () iibergeht.

e Das chirale Kondensat, dessen Erwartungswert auf dem Gitter ein Ordnungsparame-
ter fiir die spontane Brechung der Restsymmetrie U(Nf) @ U(Ny) ist. Es ist definiert
als ,

<Pp(m) > = mY (MIM)7'¢;) . (1.36)
0]
e Der Polyakov-Loop [29], der als Produkt aller link-Variablen entlang der Zeitrichtung

rid . . . . .
bei festem 1 = (i, 15,13) definiert ist

P(i) = SpHU(MW:;I. (1.37)

Der Erwartungswert von P(Z) hat eine einfache physikalische Bedeutung: In [30]
wurde gezeigt, dall < P(;) > ein MaB fir die freie Energie eines schweren Quarks in
einem Gluonfeld ist, relativ zur Energie des Gluonfeldes ohne Quark

< P(@)>= P, (1.38)

Wenn < P(;) >= () ist, dann ist die Differenz der freien Energien unendlich, was
Confinement signalisiert. Bei Deconfinement ist Fj endlich und < P(;) > # 0.

1.4 Der Kontinuumslimes

Aus der Storungstheorie im Kontinuum weifl man, dafl der erste Schritt bei der Renormie-
rung von Green-Funktionen die Regularisierung der entsprechenden Feynman-Integrale im
Impulsraum ist, zum Beispiel durch Einfithren eines Impulsabschneideparameters A (cut-
off). Die regularisierten Integrale sind in der Regel stark von diesem Parameter abhingig.
Der zweite Schritt der Renormierung besteht in der Definition von renormierten Green-
Funktionen, die im Limes A — oo, einen endlichen Grenzwert erreichen. Wenn man die

urspriingliche Form der Green-Funktionen beibehalten will, erfordert dies, dafi die nackten
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Parameter der Theorie von A abhingig sind. Die Art dieser Abhéangigkeit ergibt sich aus
der Forderung, dafl Kopplungskonstanten und Teilchenmassen fiir A — oo ihren physika-
lischen Wert behalten sollen.

In der Gitterformulierung der Theorie besteht der erste Schritt der Renormierung in der
Diskretisierung des Raum-Zeit-Kontinuums und in der Formulierung des Pfadintegrals
(1.1) auf dem Gitter. Gleichung (1.1) nimmt dann die Form (1.34) an. Der zweite Schritt
besteht dann in der Aufhebung der Diskretisierung, indem man a — 0 gehen la8t. Das
heifit, daB die mittels (1.34) berechneten Observablen zu ihrem Kontinuumslimes extra-
poliert werden miissen. Ganz analog zur Renormierung im Kontinuum miissen dabei die
nackten Parameter (z.B. ¢g) so mit a verdndert werden, daB die physikalischen Werte der
Observablen unabhéngig von a sind.

Betrachten wir die Bestimmung einer physikalischen Observable Qppys. Auf dem Gitter bei
nackter Kopplungskonstante g wird sie numerisch bestimmt; ihr Wert sei Qgqiger(g). In
physikalischen Einheiten ist

1\ Gm(@)
QGitter(Qa“) - QGitter(Q) ' (_) 3

a

wo dim(Q) die kanonische Massendimension der Observable ist. Wenn ein Kontinuumslimes

dieser Observablen existiert
Qphys — ll—TI(IJ QGitter(.‘](“)a“)v

dann mufl ¢ mit kleiner werdendem «a so verandert werden, da Qpnys von ¢ unabhangig
bleibt. g(a) oder dquivalent damit a(g) folgt aus der Renormierungsgruppengleichung (sie-
he hierzu Kapitel 9 in [21]). Im Falle einer SU(N.)-Eichtheorie mit N; Flavors gilt im

Kontinuumslimes 8 [31]

al; = (7092)—’71/2%? e—1/2709°
1 11 2 -
= — (=N - =N
o 16w2(3 3 f)
1 \2(34 10 N2 -1\ -
- (W?) (? — (ENC N )Nf). (1.39)

Ap ist eine Integrationskonstante mit der Dimension einer Masse. Wenn man also eine
Observable auf dem Gitter bei gentigend kleinen ¢’s bestimmt, sollte sie mit g so skalieren,
wie in (1.39) angegeben. Man sagt dann, die Observable zeigt asymptotic scaling und weil,
daB ihr physikalischer Wert von a unabhéangig ist.

Da numerische Simulationen auf endlichen Gittervolumina durchgefithrt werden, ist der
Bereich in g, in dem die Observable nach (1.39) skaliert (scaling window), klein. Wenn

namlich a bzw. g zu klein werden, dann passen die charakteristischen Lingen eines stark

8Die Ausdriicke (1.39) sind stérungstheoretisch berechnet und gelten somit fiir kleine Werte von g.
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wechselwirkenden Teilchens nicht mehr ins Gittervolumen. Es treten dann endliche Volu-
meneffekte auf. VergréBert man andererseits g, so kann das Gitter so grobmaschig werden,
daB Fluktuationen auf kleiner Skala nicht mehr beriicksichtigt werden.

70 und 77 in (1.39) sind die ersten zwei Koeflizienten in der Reihenentwicklung der Callan-

Symanzik-3-Funktion
a—= = Blg) = —g’ —ng" (1.40)

Das negative Vorzeichen von (3(g) ist fur die asymptotische Freiheit der QCD verantwort-
lich.



Kapitel 2

Algorithmen

In diesem Kapitel werden die wesentlichen Figenschaften von Monte-Carlo-Methoden fiir
die Simulation der QCD auf dem Gitler dargestellt. Danach wird auf die in dieser Ar-
beit verwendeten Algorithmen mit Pseudofermionen besonders eingegangen: Hybrid-Monte-

Carlo- und Kramers-Algorithmus. Fs folgt die Beschreibung der Parallelimplementierung
des HM(C-Algorithmus fir die CRAY T3E-Rechnersysteme.

2.1 Monte-Carlo-Methoden auf dem Gitter

Hat man einmal eine konkrete Form wie (1.34) fir den Erwartungswert physikalischer Ob-
servablen hergeleitet, so kann man dieses Pfadintegral analytisch oder numerisch 16sen.
Analytische Methoden kann man anwenden, wenn kleine Parameter verfiighar sind, nach
denen man das Pfadintegral entwickeln kann. Die strong-coupling-FEntwicklung zum Beispiel
macht richtige Vorhersagen iiber das statische Interquarkpotential [32], iiber die Stringkon-
stante [33] und iiber das chirale Kondensat [34] im Bereich sehr grofier Kopplungen g bzw.
kleiner 3’s. In der statistischen Mechanik ist das Analogon dazu die Hochtemperaturent-
wicklung. Eine weitere Moglichkeit ist die Hopping-Parameter-Entwicklung [23, 35]. Hier
wird mit dynamischen Fermionen in der Wilson-Darstellung durch Entwicklung der Wir-
kung nach dem Hopping-Parameter  (siehe (1.26)) der Effekt von grofien Quarkmassen
auf die physikalischen Observablen untersucht.

In der Region, in der die Kopplungskonstante g mittlere Werte annimmt, ist es jedoch
schwierig, einen kleinen Entwicklungsparameter zu finden, so dafl man hier auf numerische
Verfahren zur Berechnung von (1.34) angewiesen ist. Diesen Verfahren wenden wir uns im
Folgenden zu, wobei in diesem Paragraph der Einfachheit halber nur die Eichfelder als

17
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Variable betrachtet werden, also (1.34) zu
1
<Q>= E/HdUW QU exp (—S(U)), (2.1)
(7

wird, mit S = Sg aus (1.18) und Z aus der Bedingung < 1 >= 1.
Wollte man (2.1) mit einem geeigneten Quadraturverfahren numerisch berechnen, dann
kann man den Rechenaufwand folgendermafBen abschatzen: Auf einem Gittervolumen von
16* Punkten gibt es 4 x 16* Gitterkanten. In Paragraph 3.3.1 wird gezeigt, daf fiir N, = 2
die Eichfelder durch vier reelle Zahlen parametrisiert werden. Es gibt also 16° Eichfeldva-
riablen, iiber die integriert werden mufl. Mit nur 10 Stiitzstellen pro Integrationsvariable
bedeutet das, daB das Integral (2.1) mit einer Summe von 10'%%576 Termen approximiert
werden miite.
Auf diese Weise kann man also (2.1) nicht 16sen. Man greift daher zu verschiedenen Metho-
den, dieses Integral ndherungsweise zu berechnen. Ein recht erfolgreiches Verfahren, dies zu
tun, ist die Monte-Carlo-Methode. In ihrer einfachsten Ausfithrung besteht diese Methode
in der zufilligen Erzeugung von Feldkonfigurationen aus dem Raum der Feldvariablen, mit
denen man dann (2.1) approximiert. Dieser Weg wire aber sehr ineffizient, denn tatsichlich
haben viele Eichfeldkonfigurationen eine grofie Wirkung, so daf} sie keinen groBen Beitrag
zu (2.1) liefern wiirden. Die Methode, die man hier anwendet, besteht in der Erzeugung
einer Folge von Eichfeldkonfigurationen U = (U?, j =1,2,...,N), von denen jede bereits
mit der Wahrscheinlichkeit |

Pull0) ~ % exp (~5(0) 22)
ausgewahlt wurde. Man nennt diese Technik importance sampling.
Welche Bedingung muf ein Algorithmus erfiillen, damit die Wahrscheinlichkeitsverteilung
einer stochastisch erzeugten Konfigurationenfolge gegen (2.2) konvergiert?
Im Allgemeinen resultiert jede Konfiguration U’ aus einem Markov-ProzeB [36], der auf
die vorhergehende Konfiguration U angewandt wird. Jeder Markov-Prozef} ist durch eine
ergodische' Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix W(U — U'") (W > 0) charakterisiert. Fiir
diese gilt die Normierungsbedingung

WU -U) = 1. (2.3)

Eine notwendige Bedingung an die Matrix W ist offensichtlich, daf sie die Gleichgewichts-
verteilung (2.2) invariant 148t

Py(U') = > W(U = U') Py(U). (2.4)

U

'Bei einem ergodischen ProzeB wird jeder Punkt im Raum der Feldvariablen von jedem anderen Punkt
mit endlicher Wahrscheinlichkeit und in endlich vielen Schritten erreicht.
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Ist das der Fall, dann kann man Folgendes zeigen:
Sei Py (U) die Wahrscheinlichkeit, nach N Schritten eines Markov-Prozesses U zu erhalten.
Der Abstand zwischen Py(U) und der Gleichgewichtsverteilung definiert man als

Ay = YIPx(U) — P (2.5)

Der niachste Schritt des Markov-Prozesses ergibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung

Pyu(U') = > WU — U )Py(U). (2.6)

Fiir den zugehorigen Abstand Anyq gilt mit (2.3) und (2.4)
Angr = Y |Pnvpa(U') — Peg(U")]
Uf

= 212 WU = U)(Py(U) = Peg(U))]

vt U

< WU = U Py(U) — Pug(U)] = Ax.

Dann ist

A]\7-|-1 S AN?

womit gezeigt wurde, daB der Abstand der Wahrscheinlichkeitsverteilung Py (U) von der
angestrebten Gleichgewichtsverteilung (2.2) eine monoton fallende Folge in N bildet?. Das
bedeutet allerdings nicht, daB fir jede Konfiguration U Pyii(U) ndher an Pe(U) ist,
als Py(U) es war. Wie man aus der Definition (2.5) sieht, gilt diese Aussage nur fiir ein
Ensemble von Konfigurationen.

Der Beweis von (2.4) ist im allgemeinen schwierig, man fordert stattdessen die strengere,

jedoch einfachere Bedingung detaillierten Gleichgewichts
Peo(U) W(U = U") = Poo(U") WU — U). (2.7)

Summiert man hier iber U’ und verwendet man (2.3), so ergibt sich Bedingung (2.4).

Damit (2.7) erfiillt werden kann, muf§ der Markov-Proze mikroreversibel sein, d.h. er muf}
mit einer endlichen Wahrscheinlichkeit innerhalb des néchsten Schrittes des Algorithmus
wieder zur alten Konfiguration zurtickgelangen konnen. Die Bedingung detaillierten Gleich-
gewichts, die hinreichend aber nicht notwendig ist, damit das Ensemble Gleichgewicht
erreicht, bestimmt die Wahrscheinlichkeitsmatrix W nicht eindeutig. Daher hat man die

Freiheit, einen fiir das betrachtete Problem passenden Algorithmus zu konstruieren.

?Dies ist noch kein Konvergenzbeweis, dazu miiite man die Ergodizitit des Markov-Prozesses
verwenden.
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Hat man nun eine Folge von Konfigurationen ¢ = (U7, 5 = 1,2, ..., N) mit Wahrscheinlich-
keit P.q erzeugt, dann konvergiert der Mittelwert

Oy — %ZQ(UJ') (2.8)

J=1

fir N — oo gegen den Erwartungswert (2.1). Wie erzeugt man nun eine solche Folge?
Allen exakten® Algorithmen fiir die Simulation der QCD liegt eine Prozedur zugrunde, die
1953 von Metropolis et al. [37] vorgeschlagen wurde:

Man startet von einer gegebenen Konfiguration U2, Gewohnlich nimmt man U2t = 1
oder eine zufillig ausgewahlte Konfiguration. Die Wahl sollte getroffen werden, je nach
Relaxationsgeschwindigkeit der verschiedenen Startkonfigurationen zum Gleichgewicht.
Eine neue Konfiguration U™ wird meist stochastisch gewahlt.

Die Anderung der Konfiguration geschieht bei lokalen Algorithmen so, daB eine einzige
link-Variable U; , neu gesetzt wird, wahrend alle anderen unverdndert bleiben; bei globalen
Algorithmen werden alle Variablen des Gitters auf einmal neu gesetzt. U™ ersetzt U,

falls die Wirkung dadurch vermindert wird
S(U™™) < S(UM). (2.9)

Ist das nicht der Fall, so wird U™ nur dann akzeptiert, wenn

" < e_S(Uneu)/e_S(Ualt)
ist, wobei r € [0, 1] eine (Pseudo-)Zufallszahl ist.
Trifft auch das nicht zu, so bleibt man bei der alten Konfiguration

[jneu — Ualt'
Durch dieses Verfahren wird eine vorgeschlagene Konfiguration mit der Wahrscheinlichkeit
Py oc min{l, e_S(Uueu)/e_S(Uah)} (2.10)

akzeptiert, so dafl man hier die Zustandssumme Z nicht explizit kennen muf}, um Konfigu-
rationen direkt mit der Gleichgewichtswahrscheinlichkeit (2.2) auszusuchen. Es reicht die
Kenntnis des Verhaltnisses e“S(Uneu)/e_S(Uah).

Bei jedem neuen Vorschlag muB wegen der Abfrage (2.9) die Wirkung neu berechnet wer-
den. Das heifit aber, daf lokale Algorithmen nur dann effektiv sind, wenn Systeme unter-
sucht werden, deren Wirkung eine lokale Funktion der Feldvariablen ist. Dann kann man

die Abfrage (2.9) lediglich auf die Umgebung der verdnderten link-Variable beschréanken.

3Mit dem Begriff exakte Algorithmen meint man die Algorithmen, bei denen die Diskretisierungsfehler
in eine Metropolis-Abfrage absorbiert werden. Was eine Metropolis-Abfrage ist, wird weiter unten erklart.
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Héangt S nicht-lokal von den Feldvariablen ab, wie es der Fall ist, wenn man dynamische
Fermionen einbezieht, dann wird ein lokaler Algorithmus sehr ineffizient, da die Matrixin-
version (MTM)~"¢ bei jeder Anderung einer einzigen Variablen berechnet werden miiBte. In
diesem Fall braucht man globale Algorithmen, die alle Gittervariablen auf einmal &ndern.
In [21] Kapitel 15, [25] Kapitel 7 und [38] werden sehr ausfithrlich globale Algorithmen

beschrieben und ihre Vor- und Nachteile untersucht.

2.2 Der Hybrid-Monte-Carlo-Algorithmus

Wie ist ein effizienter, globaler Algorithmus fiir die QCD mit dynamischen Fermionen be-
schaffen?

Versucht man z.B. alle Gittervariablen auf einmal stochastisch neu zu setzen, dann wiirde
dieses Vorgehen im allgemeinen groBe Anderungen der Wirkung hervorrufen®. Die Akzep-
tanzrate fiir Feldkonfigurationen mit erhohter Wirkung wére dann gering (siehe (2.10))
und das System wiirde sich nur sehr langsam im Konfigurationsraum fortentwickeln.
Anders sieht es aus, wenn man zu den Feldvariablen U und ¢ fiktive konjugierte Impulse
7 und p und die Hamilton-Funktion

1 . -
Ho= 3 mue + 52 0 + S(U.6,¢) (211)
k i

1

2
Loy

einfithrt. Hier spielt die Wirkung die Rolle eines Potentials, die Impulse p; sind komplexe

Zahlen wie auch die m; 4, die zusammen mit den Generatoren A; der SU(N.) Elemente

der Lie-Algebra bilden

NZ2-1

Tigw = D MeTigk. (2.12)

k=1
Mit (2.11) stellt man diskretisierte klassische Hamilton-Gleichungen fiir U, ¢, 7 und p auf,
die die Dynamik des Systems in einer neuen Zeitvariablen, der Simulationszeit 7, beschrei-
ben. Am Endpunkt dieser klassischen Trajektorie betrachtet man die neu entstandene

Konfiguration {U"", ¢"*"} als Vorschlag, der mit Metropolis-Wahrscheinlichkeit
Py min{],e“Hneu/e_Hah} (2.13)

akzeptiert wird. Die Ursache fiir die Differenz zwischen H™" und H?"* ist der systematische
Fehler, zu dem die Diskretisierung der Hamilton-Gleichungen fiihrt.

In diesem Zusammenhang ist ein Observablenerwartungswert durch das Pfadintegral

1
< >= z/'DW Dp Dp* DU D¢ Dp* YU, ¢,¢") exp(—H) (2.14)

49 ist in diesem Fall nicht-lokal, weil (MTM)~1 nicht-lokal ist.
5Die Anderung von S steigt mit der Systemgréfe: AS ~ V172,
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gegeben und ist offensichtlich dquivalent zu (1.34), da die Observablen von m und p un-

abhangig sind. Die Gauflintegrale {iber die Impulse sind daher trivial zu berechnen und die

daraus resultierenden Vorfaktoren werden durch die Normierung weggekiirzt.

Das ist die Idee, die dem Hybrid-Monte-Carlo-Algorithmus (HMC) zugrunde liegt [39, 40].

Die Bezeichnung Hybrid rithrt daher, dafl dieser Algorithmus eine Kombination aus dem

stochastischen Langevin-Algorithmus [41] und aus der deterministischen Molekulardynamik-
(oder mikrokanonischen) Methode ist [42].

Wie sehen die Bewegungsgleichungen fiir U, ¢, 7 und p aus?

Setzt man in (2.11) die Wirkung (1.33) ein, so ergibt sich fiir die Hamilton-Gleichungen

&i(r) = pilr), (2.15)

) = S5 (), (216

Uialr) = ima(r)Uulr), 217
0.7 A0

fuualr) = g = Dol o), (219

Die Bewegungsgleichung (2.17) fir U; , ergibt sich aus der Forderung, daB die Eichfelder
wihrend der Phasenraumevolution Elemente der Eichgruppe bleiben sollen [43, 44]. Aus
der Forderung, daB H eine Konstante der Bewegung sei, erhalt man aus (2.18) [44]

.. 1
VT ke = (B Uz'],jpu_2Ui,u(ZUi+#,uX(i+u+u)z’ - Z UZT+#_D,DX(i+p+u)i)) ) (2.19)

sa
vEL

wobei der Index sa den spurfreien, antihermiteschen Teil einer Matrix A bezeichnet
1 1
(A)se = 5(/4 — AN — ZTI (A — AN

und

X;: = qb;.‘(MTM)Z-‘k](MTM),:;cﬁj. (2.20)

Die vier Gleichungen (2.15) bis (2.18) konnte man nun diskretisieren und numerisch losen,
um damit Konfigurationen {U, ¢} zu erhalten, die als Vorschlag in die Metropolis-Abfrage
eingehen. Es gibt aber einen schnelleren Weg, diese Konfigurationen zu erzeugen, bei dem
man sich die Integration zweier der vier Gleichungen sparen kann, wenn man sich auf die
Dynamik der Eichfelder beschrankt und die Fermionfelder wahrenddessen festhalt. Und
zwar erzeugt man an jedem Gitterpunkt einen gauBverteilten Vektor n;®

Py o exp{=2 _nn:} (2.21)

5Wie man GauB-Verteilungen erzeugt, kann man in [25] S.420 nachlesen.
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und berechnet dann

¢ = Y Mn;. (2.22)
J
Damit erhélt man eine Quarkfeldkonfiguration ¢"*" bei festen U; , mit der richtigen Ver-
teilung
Py o exp{=)_ ¢i(MTM);' ¢;}. (2.23)
iy

Nun héalt man die ¢; fest und erneuert die link-Variablen U; ,. Das geschieht wie folgt:

Man wahlt zunachst auf jedem link einen gaufiverteilten Impuls m; , 4

1
P, exp{—§ Z W?’M’k}. (2.24)

i,k

Dann withlt man eine Startkonfiguration U™, Von dieser und von den oben gesetzten
Impulsen 148t man U; , und 7, ; mittels (2.17) und (2.19) sich zeitlich entwickeln, wobei
— wie schon erwdhnt — wahrend der gesamten Trajektorie die ¢; festgehalten werden. Die
Konfiguration {U"", ¢"*"} wird dann mit der Wahrscheinlichkeit

Py min{],e“ﬁneu/e_ﬁah} (2.25)

angenommen. Dabei ist H die Hamilton-Funktion fiir die zeitliche Entwicklung der link-
Variablen bei festgehaltenen ¢;

) 1 . iy
Z7ﬂ7 27‘7

Um die Integration der Gleichungen (2.17) und (2.19) numerisch durchzufiithren, werden

diese diskretisiert, indem man einen endlichen Zeitschritt dt einfithrt. Fiir die numerische

Integration verwendet man das leapfrog-Verfahren, bei dem die Eichfelder zu Zeiten 7 =

[-dt, 1 =0,1,.. und die Impulse in der Mitte der Zeitintervalle — also bei 7 =1 - dt 4+ % -

berechnet werden. Hier also fiir den ersten halben Integrationsschritt

dit dt .
k() = Tiuk(0) + 5 Fipr(Uin(0)), (2.27)
fir 1 =0,1,...,n-1
} dt
Up(l-dt +dt) = U ,(1-dt)yexp{d_idtxpm; (1 - dt + 5)}, (2.28)
k

firl =1,2,...n-1

dt dt )
'/Tz',p,,k(l . dt + 5) = '/Tz',p,,k(l . dt — E) + dt Tri“u,k(Ui,p(l . dt)) (229)
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und schlieBlich fiir den letzten halben Schritt

dt dt
’n-ivﬂﬂk(n ' dt) = ﬂ-iﬂu,k(n : dt — —) + —

2 2 fri,g,k(Ui,p(n . dt)) (230)

mit 7 aus (2.19). Man wahlt gewohnlich dieses Verfahren, weil es die einfachste Integra-
tionsmethode darstellt, die zeitumkehrbar ist. Die Mikroreversibilitat des Verfahrens ist
notwendig, damit die Forderung (2.7) itberhaupt erfiillt werden kann, dann weifl man si-
cher, dafB} die Gleichgewichtsverteilung Fixpunkt der Markov-Kette ist.

Beim leapfrog sind die Integrationen mit halbem Schritt mit einem Diskretisierungsfehler
der Ordnung O(dt?) behaftet. Bei den Integrationen mit ganzem Schritt ist der Fehler
dagegen nur O(dt?). Durch den Diskretisierungsfehler entsteht eine Differenz in der Ge-
samtenergie (2.26) zwischen Anfang und Ende der Trajektorie. Diese Differenz bestimmt
nach (2.25), ob die neue Konfiguration akzeptiert wird oder nicht. Das heiBt: Durch Ver-
minderung des Zeitschritts d¢t kann man die Akzeptanzwahrscheinlichkeit des Algorithmus
erhéhen.

Der rechenzeitaufwendigste Schritt bei diesem Verfahren ist die Berechnung von 7, bei der
man die Inversion der Matrix MM ausfithren muf, um X;; zu berechnen. Diese Inversion
wird gewohnlich mit der Methode des konjugierten Gradienten durchgefiithrt [45]. Allein
dieser Schritt nimmt 88% der Rechenzeit eines HMC-Updates” in Anspruch. Auf dieses
Verfahren wird am Ende dieses Kapitels eingegangen werden.

7Zum besseren Verstandnis der Ergebnisse in Kapitel 4 ist an dieser Stelle eine Bemerkung
angebracht: Der HMC-Algorithmus kann auch in statischer Naherung, d.h. ohne dynami-
sche Fermionen realisiert werden, wenn man in (2.19) X;; = 0 setzt, was die Matrixinversion
erspart und die Simulation damit deutlich billiger macht. Die Ergebnisse einer solchen Si-
mulation werden in der englischsprachigen Fachliteratur mit quenched bezeichnet. Vom
theoretischen Standpunkt heift das, da man in (1.30) det M(U) = 1 setzt. Diese Nahe-

rung entspricht einer Theorie mit m — oo.

Zusammenfassend besteht ein Hybrid-Monte-Carlo-Update aus folgenden Schritten:

1. Man wihlt eine Startkonfiguration U3t

2. Die fermionischen Felder werden gaufiverteilt nach (2.21) gesetzt und ¢; aus (2.22)
berechnet.

3. Man setzt m; ,  gauBverteilt nach (2.24).

4. Eine leapfrog-Integration mit n Schritten wird nach den Vorschriften (2.27) bis (2.30)
durchgefiihrt.

7Ohne Berechnung des Spektrums des Dirac-Operators.
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5. Man berechnet die globale Anderung der Energie AH = I — frev ynd akzeptiert
die aktuelle Konfiguration mit Wahrscheinlichkeit (2.25).

6. Die neue oder die alte Konfiguration wird gespeichert wie vom Metropolis-Test vor-
geschrieben und die Observablen werden berechnet.

7. Mit der gespeicherten Konfiguration geht man zu 2. zuriick und wiederholt die Schrit-
te 2. bis 7. bis eine ausreichende Anzahl von Konfigurationen erzeugt worden ist.

In [21], Kapitel 15 wird gezeigt, daBl diese Prozedur die Bedingung des detaillierten Gleich-
gewichts (2.7) erfillt.

2.3 Der Kramers-Algorithmus

Bis heute ist das Hybrid-Monte-Carlo-Verfahren der meist benutzte Algorithmus fir die
QCD mit dynamischen Fermionen. Es stellt eine exakte Methode dar, weil der durch die
Diskretisierung entstandene Fehler in den Metropolis-Akzeptanztest absorbiert wird. Er
ist ein gut zu vektorisierender und zu parallelisierender Algorithmus. Aber er stellt eine
sehr zeitaufwendige Methode dar, da man bei jedem Schritt der leapfrog-Integration die
Inversion der Matrix MTM durchfithren mu8.

Ein weiterer negativer Aspekt vom HMC ist sein Mangel an Umkehrbarkeit, den man vor
allem auf groferen Gittern erwartet und teilweise auch schon beobachtet hat [46]. Es ist zu
befiirchten, dafl durch die Anhaufung von Rundungsfehlern wahrend der numerischen Inte-
gration der Hamilton-Gleichungen die Umkehrbarkeit der Trajektorie verlorengeht, welche
notwendig fiir die Erfiillung der Bedingung des detaillierten Gleichgewichts ist.
Alternativen zum HMC sind also willkommen.

Neben dem lokalen bosonischen Algorithmus von M. Liischer [47], auf den hier nicht wei-
ter eingegangen werden wird, gibt es einen alternativen Vorschlag, der auf der Kramers-
Gleichung basiert [48] und den man als eine Variante des HMC betrachten kann, bei der
man den Metropolis-Test nach einer leapfrog-Trajektorie der Lange n = 1 durchfihrt.
Die Bewegungsgleichungen, die die Zeitevolution beschreiben, sind bei dem Kramers-Algo-
rithmus formal gegeben durch®

oH
T = —a—¢—77r+f(t)
. oH

8Die Kramers-Gleichung erhilt man, wenn man (2.31) als Differentialgleichung 2. Ordnung in ¢
umschreibt.
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Bis auf die gauBverteilte Variable £(¢) und einen Reibungsterm mit Kopplungsstéirke v,
sehen sie fast wie Hamilton-Gleichungen aus. Das updating-Schema wird folgendermafien
realisiert:

1. Man wihlt eine Startkonfiguration U2,

2. Die Pseudofermionfelder ¢; werden nach (2.21) und (2.22) erzeugt.

3. GauBverteilte Impulse 7; , ;. werden wie beim HMC-Algorithmus gesetzt.
Die Schritte 2. und 3. werden lediglich nach j leapfrog-Trajektorien ausgefithrt.

4. Am Anfang jeder Trajektorie werden die ITmpulse nach

mipn(dl) = e w1 (0) + /1 — et & (0) (2.32)

neu gesetzt, wobei & , 1(0) gauBverteilt ist wie 7 in (2.24) und v ein reeller Parameter
ist.

5. Man fithrt dann eine leapfrog-Integration wie beim HMC-Algorithmus durch jedoch
mit n = 1.

6. Es folgt der Metropolis-Test.

7. Falls die Konfiguration nicht akzeptiert wird, stellt man die alten U, , Felder wieder

her und #ndert das Vorzeichen der Tmpulse?

neu

Wz,#,k = — Tr?;l;f,k" (233)

8. Nachdem die Observablen berechnet wurden, geht man mit der gespeicherten Konfi-
guration zu 4. zuriick.

Hier ist zu bemerken, daf im Grenzwert j = 1 und v — oo dieser Algorithmus dem HMC

mit n = 1 entspricht.

2.4 Effizienz von Algorithmen

Mit dem HMC- bzw. Kramers-Algorithmus und dem Mittelwert (2.8) hat man nun ei-
ne Moglichkeit Observablenerwartungswerte wie Plaquette und chirales Kondensat ab-

zuschéatzen. Was allerdings noch nicht heifit, dal diese effiziente Algorithmen sind.

9Das ist zur Erfiillung der Bedingung des detaillierten Gleichgewichts erforderlich.
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Woran kann man tiberhaupt die Effizienz von Monte-Carlo-Algorithmen festmachen [49] ?
Dieser Frage soll im Folgenden nachgegangen werden.

Die Hauptschwierigkeit bei der Berechnung von Observablenerwartungswerten besteht
namlich darin, daB die via Markov-ProzeB erzeugten Konfigurationen U7, j = 1,2,... per
Konstruktion miteinander korreliert sind, eventuell sogar sehr stark. Dadurch ist die naive

Fehlerabschéatzungsformel fiir eine Observable

(A(Znaiv)2 = W(< QQ > — < >2) = A s (234)
die fiir N dekorrelierte Daten Q; giiltig ist, nicht mehr richtig.

Das mittlere Fehlerquadrat ist ndmlich folgendermaflen definiert:

1]\71

oy = (5 z;m —<ﬂ>>>2>
1

= 7 A0 - () +

- ]&2(2«22 + gﬂﬂ ) - (o
= O + o D) = (O = ey

- ol - ) 1+ 5T (000 - 9 (e - @) )

() (HLZM)_ (2.35)

N N oy Var(Q)

Sind die Daten €2; statistisch unabhéngig, so verschwindet die Korrelationsfunktion

<09, > — <O >%und (AQ)? = (AQuaiv)?. Die Grofe

(i) = <0 >-<O>?
PGI) = var(€})

(2.36)

bezeichnet man als normierte Autokorrelationsfunktion von . Bei Markov-Prozessen laft
sich zeigen, daB diese nur von ¢ = |i — j| abhéngt. Die normierte Autokorrelationsfunktion

zeigt tiblicherweise fiir groBe ¢ ein exponentielles Verhalten
[t]

p(t) o e_%, (2.37)
oft auch eine Uberlagerung von mehreren Exponentialfunktionen mit verschiedener Ab-
klingzeit 7. Man definiert also fiir jede Observable eine exponentielle Autokorrelationszeit

t

Texp,Q2 = flig\l_) m Texp = SUP Texp,Q2- (2 . 38)
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Texp 15t demmnach die Relaxationszeit, die die grofte Zeitskala des Systems charakterisiert
und damit ein Maf} fiir die Equilibrationszeit des Markov-Prozesses, d.h. nach wievielen
Monte-Carlo-Schritten die Gleichgewichtsverteilung erreicht ist. In der Praxis reichen etwa
20 - Texp. Dann ist namlich der Abstand von der Gleichgewichtsverteilung e7*%(& 2 x 107)
mal der Anfangsabstand vom Gleichgewicht',

Weiterhin lafit sich fiir Markov-Prozesse zeigen, daB p(t) stets asymptotisch beschrankt ist.

Dann kann man das mittlere Fehlerquadrat (2.4) fiir grofie N durch

(AQ)? = (AQnaiv)? (1 +2 i p(1)) (2.39)

approximieren. Den Ausdruck in Klammern bezeichnet man als integrierte Autokorrelati-
onszeit von ()

1 o0
Tt = =+ p(l), (2.40)
2 t=1
so dafB sich der mittlere Fehlerquadrat in folgender Form schreiben 148t
(AQ)* = (AQaiv)” * 2Tint.0- (2.41)

Die integrierte Autokorrelationszeit ist also von praktischer Bedeutung bei der Fehlerbe-
rechnung von korrelierten Daten. Zur Abschatzung von 7 ist folgendes zu bemerken:

Wiirde man die Summation in (2.40) bis N — 1 ausfihren, so ware das kein guter Schétz-
wert fiir 7in¢, da deren Varianz fiir N — oo nicht gegen Null geht. Das liegt daran, daf p(t)
fir groe £ — N nur aus wenigen Werten (N — ) bestimmt wird, so daf} es stark streut.

Man bricht daher die Reihe bei endlichem M ab, wodurch ein Bias eingefiithrt wird

) 1 1
bias(Tint,0) = —5 Z p(t)—{—O(ﬁ). (2.42)
[t|>M
Die Varianz von Ting,o 1st andererseits
20o0M +1)
Var(Tint,Q) ~ Tﬁnt,g- (2-43)

Die Wahl von M stellt also ein Balanceakt zwischen Bias und Varianz dar. Die Erfahrung
zeigt, daB man mindestens M > 67 (M) wahlen sollte.

Da auf Grund der Korrelation der Monte-Carlo-Daten von N Observablenmessungen nur
N

2Tint
mus hauptsachlich durch seine Autokorrelationszeit bestimmt ist. Wenn man also zwei

effektiv voneinander unabhangig sind, bedeutet das, dafl die Effizienz eines Algorith-

Monte-Carlo-Algorithmen vergleicht, dann ist der effizientere derjenige mit der geringeren

Autokorrelationszeit, wenn man diese in Einheiten der Computerzeit (CPU-Zeit) miBt.

107Zur Abschitzung von ey, siche [49)].
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2.5 Beschreibung der Parallelimplementierung

Fir die Simulation der QCD mit SU.(2)-Eichfeldern und dynamischen Kogut-Susskind-
Fermionen stand uns ein vektorisierter Fortran-Code des HMC-Algorithmus zur Verfiigung.
Damit liefen Simulationen ohne Spektrumsberechnung auf Gittern mit V' = 8% - 16, mit
Massen m = 0.1 und bei f = 2.0 mit ca 200 MFLOPS auf einer CRAY Y-MP4E. Wie
man weiter unten sehen wird, kann man bei dieser Masse noch kein Vergleich mit den Vor-
hersagen der Random-Matrix-Theorie anstellen. Hierzu braucht man kleinere Massen, was
dazu fiihrt, dafl der konjugierte Gradient fiir die Matrixinversion mehr Iterationen braucht.
Man braucht auch eventuell eine grofiere Flavoranzahl (N > 1) und die Moglichkeit auch
auf groBere Volumina zu simulieren. Damit wére jedoch die Y-MP iiberlastet: Ein Update
mit Gittergrofe 16*, Masse m = 0.1 bei 8 = 2.0 braucht eine CPU-Zeit von ca 4000 sec
ebenfalls ohne Spektrumsberechnung. Um die Simulationen im obigen Sinn ausweiten zu
kénnen, entschieden wir uns daher, den vorhandenen Programmcode fiir massiv parallele
Rechensysteme umzuschreiben.

Im Falle eines Gittermodells ist die Aufteilung der Berechnungen auf mehreren Prozessoren
besonders einfach: man teilt das physikalische vierdimensionale Gitter in nichtiiberlappende
Untergitter gleicher Grofe und gibt jeder Prozessoreinheit ein solches Gitter zu berechnen
(Abb. 2.1). Alle Prozessoreinheiten arbeiten also gleichzeitig und unabhéngig voneinander
mit dem gleichen Programm.

Wie im Folgenden klar werden wird, erfordert die Simulation der QCD einige Kommuni-

PES PE7
= |pEs PE6
PE4—) i -PE3
physikalisches Gitter
PEL PE2
lokale Gitter

Abbildung 2.1: Verteilung des physikalischen Gitters auf acht PEs in drei Dimensionen. Es
werden mindestens zwei PEs pro Gitterdimension bendétigt.

kation unter den einzelnen Knoten. Dieser Aufwand wird minimiert, wenn man die Ober-
flache der lokalen Gitter minimiert. Man sollte daher fiir diese mdéglichst eine kubische

Form wahlen.
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Der hohe Kommunikationsaufwand bei der Simulation der QCD war auch ein Grund fiir
die Wahl der CRAY T3E-Rechensysteme!! fiir die Parallelimplementierung: Neben der ho-
hen Leistung ihrer DEC ALPHA Mikroprozessoren'? verfiigen diese Rechner iiber einen
sehr effizienten Datenaustausch unter den einzelnen Prozessoreinheiten. Dieser wird unter
anderem durch das leistungsfahige Verbindungsnetz zwischen den verschiedenen Knoten
gewahrleistet. Das Netz bildet einen 3D-Torus, dessen Verbindungskandle in jeder Dimen-
sionsrichtung bidirektional Daten transferieren kénnen und zwar mit einer Latenzzeit von
ca 1 ps. Damit ist die Zeit gemeint, die vergeht, bis das erste Wort, welches von einem
Prozessor abgeschickt wurde, von einem anderen Prozessor empfangen wird.

Die Simulation der QCD ist in dieser Arbeit auf zwei Farben beschrankt, es ist also N. = 2.
Das heifit, die Gluonfreiheitsgrade U; , sind Elemente der Eichgruppe SU.(2). Diese wer-
den von Elementen der SU,(2)-Algebra erzeugt, welche eine wohldefinierte Darstellung der
Pauli-Matrizen & = (o4, 02, 03) hat. Mit der Einheitsmatrix o € C? kann jedes Element

g € SU.(2) auf folgender Weise geschrieben werden

(2.44)

—u? 4 ut w® — 1w

0 L u + 1w’ u? 41 ul
g=uog+id-d= ;

wobei u® ein reeller Vektor aus S® und a = 0,1,2,3 der Farbindex in dieser Darstellung
ist. Da die Eichfelder auf den Gitterkanten definiert sind, haben sie noch den Index p, der
von 1 bis 4 lauft und die Raum-Zeit-Richtung der Gitterkanten bezeichnet. Damit werden
die Eichfelder als uf, auf dem Computer realisiert, wobei ¢ der Gitterpunkt ist, von dem
die Gitterkanten p ausgehen.

Die Pseudofermionfelder n; bzw. ¢; (siche (2.22)) sind zweidimensionale komplexe Vekto-
ren. Wir verwenden dafiir eine reelle Darstellung und implementieren sie als

n = ( i ) . (2.45)

_7,/2 + lnl

Da die Fermionfelder auf den Gitterpunkten definiert sind, braucht man zu deren Kenn-
zeichnung lediglich einen zusatzlichen Farbindex «, so dal man dafiir n{* hat.

Mit dieser Implementierung ist die Berechnung vieler Observablen besonders leicht.

Da (MTM) nur gerade (ungerade) Gitterpunkte mit geraden (ungeraden) verbindet, ist es
naheliegend das Gitter in ein gerades und ein ungerades Untergitter aufzuteilen. Den Git-
terpunktindex 7 1aB8t man dann bis zur halben Gittergréfle laufen und man fithrt noch einen
Paritétsindex par ein, der es ermdoglicht, zwischen den beiden Untergittern umzuschalten.
Somit sieht die Darstellung der Felder auf jeder Prozessoreinheit (also lokal) folgenderma-
Ben aus

real eta (alpha=0..3, i=1..sites/2, par=0,1)
real u (alpha=0..3, mu=1..4, i=1..sites/2, par=0,1).
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v
eta(al pha,1,0) eta(al pha1,1) eta(al pha,2,0) eta(ai pha,2,1)
N>
u(al pha1,1 0) u(al pha1,1 1) u(al pha,1,2 0) u(ai pha,1,2,1)
ﬂ u(apha2,1,0) ﬁ u(alpha,2,1,1) H u(alpha,2,2,0) H u(apha,2,2,1)
eta(al pha,3,1) eta(al pha,3,0) aa(al pha4,1) aa(al pha,4,0)
u(al pha,1,3 1) u(al pha,1,3 O) u(aI pha,1,4 1) u(ai pha,1,4,0)
u(apha,2,3,1) ﬁ u(alpha,2,3,0) H u(apha,2,4,1) H u(alpha,2,4,0)
eta(alpha,5,0) eta(al pha5,1) aa(al pha,6,0) eta(d pha,6,1)
. > >
u(alpha,1,5. O) u(alpha, 1,5,1) u(alpha, 1,6,0) u(apha,1,6,1)
H u(alpha,2,5,0) ﬁ u(apha2,5,1) H u(apha2,6,0) H u(alpha,2,6,1)
eta(al pha,7,1) eta(al pha,7,0) eta(al pha8,1) eta(al pha,8,0)
> > >
u(al pha,1,7 1) u(alpha, 1,7,0) u(alpha, 1,8,1) u(alpha,1,8,0)
u(apha2,7,1) u(apha2,7,0) u(alpha2,8,1) u(alpha,2,8,0)

Abbildung 2.2: Diese Abbildung zeigt die Indizierung der Felder auf einem zweidimensionalen
Gitter mit periodischen Randbedingungen. Die ungeraden Gitterpunkte werden durch Quadrate,
die geraden durch Kreise wiedergegeben. Die Pfeile stehen fiir die Gitterkanten, auf denen die
Elemente der Eichgruppe definiert sind.

Die Feldindizierung ist in Abbildung 2.2 veranschaulicht.

Der SU.(2)-Index alpha steht in den Feldern an erster Stelle, weil diese Elemente bei ei-
a=0 _ ,0 .0 3.3 2 2 11
) = WipMivp = Wiy — YipMlivp = WipyMigp

alle gebraucht werden. Der Speicherzugriff ist bei der T3E schneller, wenn man linear mit

ner Gruppenmultiplikation, z.B. (w;, - it

Schrittweite 1 von einem Element zum néachsten geht. Aus dem gleichen Grund ist der
Index mu an zweiter Stelle positioniert. Bevor man nimlich bei der Berechnung von My
zum nachsten Gitterpunkt weitergeht, berechnet man die Summe iiber alle vier Dimensi-
onsrichtungen mu (siehe (2.46)).

Hier ist das Matrix-Vektor-Produkt ¢ = M1y aus (2.22) nochmal ausfiihrlich ausgeschrie-

"Fiir technische Details dieser Rechnersysteme siche die sehr ausfiihrliche Dokumentation [50].

12600 MFLOPS bei der T3E und 900 MFLOPS bei der neueren T3E-900.
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ben

DN | —

bi = ZMiTjnj = 5 Yo (UL e = Uiuniau) + ma. (2.46)
j “

Um es zu berechnen braucht jede Prozessoreinheit eine bestimmte Anzahl von ug - und n?-

Felder, die sich auf den Randflachen der Gitter seiner Nachbarprozessoren befinden, wobei

die Felder auf den Ecken und Kanten der benachbarten Prozessoreinheit nicht benotigt

werden.

Dagegen miissen bei der Berechnung der Plaquette (1.19) die ug -Felder auf Ecken und

Kanten der Randflichen ebenfalls den lokalen Speichern der Nachbareinheiten mitgeteilt
werden'® (Abb. 2.3).

o oy o oy o oy
0o o oo 0 oo 0o o oo
o oy o oy o oy
H o N o H e N O H o N o

nur U nur U

HoeN & S H 0N 0644 -—4do0onm 0O
O o m BO 0O U e @ J O U
0o o e @ JOo o mnm B O 0O O
ODOI-IODOD.-.DOD
0o o e @.DODOI@ B O 0O O
o 0 6@ —-4d o N ONER S - = 1 o R
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t to t
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Abbildung 2.3: Diese Abbildung zeigt in zweidimensionalem Schnitt die Randfelder, die von
den Nachbareinheiten in den lokalen Speicher des mittleren Knotens kopiert werden miissen. Der
erste Schritt der Kommunikation ist in ¢-Richtung (schwarz), der zweite in z-Richtung (grau).
Die Ecken (schwarz/grau), die beim ersten Schritt kopiert wurden, werden im zweiten Schritt
nochmal weitergegeben. Die Erweiterung dieses Prinzips auf die fehlenden Dimensionsrichtungen
ist sofort ersichtlich.

13Das Senden der Daten geschieht mittels CRAY spezifischen Shared-Memory-Routinen [51]
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2.6 Das Verfahren des konjugierten Gradienten

Der rechen- und kommunikationstechnisch aufwendigste Teil des HMC-Algorithmus ist
die Berechnung der Matrixinversion (MTM)™'¢, die mit der Methode des konjugierten
Gradienten (cg) berechnet wird [45]. Wie schon oben erwéhnt, braucht dieser Schritt allein
88% der Rechenzeit eines Updates. Der cg ist ein iterativer Algorithmus zur Losung eines
symmetrischen positiv definiten Gleichungssystem Az = y, wobei A eine n X n Matrix ist.
Zur Vollstandigkeit sei hier eine kurze Beschreibung dieses Algorithmus wiedergegeben:

1. Wahle einen Startvektor zg.

2. Berechne und py = rg = b — yo.

3. Berechne bis (rg, ) < € wird:

oar = (1%, 7%)/ (Pr, Yr)

Tht1 = Tk + Ok Pk

P41 = Tk — Ok Yi
Br = (rigrsrher)/ (s i)

Pr1 = g1 + Brpk-

Die eingerahmten Operationen erfordern Kommunikation unter den einzelnen Prozessor-
einheiten, die iibrigen werden lokal ausgefiithrt. Skalare Variablen werden mit griechischen
Buchstaben bezeichnet, Vektoren mit kleinen und Matrizen mit grofien lateinischen Buch-
staben.

Wie man sieht, beinhaltet der cg eine Matrix-Vektor-Multiplikation fiir jeden Iterations-
schritt. Deshalb ist dieses Verfahren nur fiir diinnbesetzte Matrizen gilinstig.

Der cg geht davon aus, daB die Losung « das Funktional F'(z) = $(Az — y)T A7 (Az — y)
(F : " — R) minimiert. Das folgt daraus, dafi das Residuum r = y — Az nur fiir z = z
verschwindet.

Die Residuen r; = y — Axz;, 1 < k sind bei diesem Verfahren linear unabhangig, solange
ri # 0 ist. Da im R" hochstens n Vektoren linear unabhangig sind, gibt es ein k& < n bei
dem erstmals r; = 0 wird. zj ist dann die gesuchte Lésung. Bei exakter Arithmetik wére
also spétestens r,, = 0 und =z, die gesuchte Losung. Wegen Rundungsfehlern ist jedoch
r, # 0. Man muf} also das Verfahren iiber n Iterationsschritte hinaus fortsetzen bis r,
kleiner als eine vorgegebene Schranke e wird.

Dieses Verfahren konvergiert um so schneller, je kleiner die Konditionszahl von A ist, wo-

bei die Konditionszahl der Quotient zwischen groBtem und kleinstem Eigenwert von A
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ist. Diese Tatsache wird benutzt, um durch Vorkonditionierung der Matrix A die Konver-
genz des cg zu beschleunigen. Die Vorkonditionierung wird vor allem im Falle der Wilson-
Fermionen angewandt. Wie schon im vorausgegangenen Kapitel erwahnt, braucht man mit
Kogut-Susskind-Fermionen (MTM)~'¢ fiir nur ein Untergitter zu berechnen (hier wurde
das gerade Untergitter gewahlt). Das umgeht das Problem der Vorkonditionierung bei die-
ser Art der Fermionenimplementierung.

Bei Wilson-Fermionen hat sich gezeigt, dafl eine geeignete Wahl des Startvektors xq die
Anzahl der Tterationsschritte des cg um bis zu einer GréBenordnung reduzieren kann [52].
Und zwar wird g als Uberlagerung von Lésungsvektoren der vorhergehenden Molekular-
dynamik-Trajektorien gewéhlt. Mit Kogut-Susskind-Fermionen konnten wir insbesondere
fiir Molekulardynamik-Trajektorien mit kleinem Zeitschritt d¢ auch eine gewisse Vermin-
derung der Anzahl der Tterationsschritte beobachten, wenn man beim Startvektor ver-
gangene Losungsvektoren miteinbezieht (Abb. 2.4). Das heifit: Auf groBeren Gittern, bei
denen man den Zeitschritt sehr klein wahlen muf}, um die Akzeptanz hoch genug zu halten,
wiirde es sich eventuell lohnen, fiir die Startvektoren solche Ansdtze zu implementieren.
Fiir dt = 0.01 z.B. konnte die CPU-Zeit bei Miteinbeziehung der Lésungen bis zu 7 Zeit-
schritten in der Vergangenheit um 30% reduziert werden.

Bei groBeren Zeitschritten, konnte keine solche Rechenzeitersparnis festgestellt werden. Auf
kleineren Gittern also, bei denen grofiere Zeitschritte benutzt werden kénnen, ist unsere
Wahl fiir den Startvektor: zo(t + dt) = 2z(t) — z(t — dt). Im Startvektor des aktuellen
Zeitschrittes gehen also lediglich die Losungen des letzten und vorletzten Zeitschrittes ein.
Man bemerke, daf} dieses Vorgehen keineswegs die Konvergenz des konjugierten Gradienten
beschleunigt, es liefert lediglich einen giinstigeren Startpunkt fiir das Verfahren.

Die Wahl der Schranke ¢ wurde so getroffen, daB die Observablen (Plaquette und chira-
les Kondensat) in der fiinften Dezimalstelle unverandert bleiben, wenn man € vergrofiert.
Bei unseren genauesten Observablenmessungen war diese Dezimalsstelle mit einem stati-
stischen Fehler behaftet. Wir benutzten iiblicherweise Werte ¢ = 10~'* — 10716,

Der Hauptgrund, weswegen man fiir die Matrixinversion das cg Verfahren gegeniiber z.B.
Relaxationsmethoden vorzieht, ist, daB fiir kleine Massen m MTM nicht diagonaldominant
ist. In diesem Fall konvergiert der cg signifikant schneller als andere Verfahren [53].

2.7 Vergleich von HMC und Kramers

Fiir dynamische Fermionen mit Masse m = 0.1 und 3 = 2.0 wurden im Rahmen dieser
Arbeit die integrierten Autokorrelationszeiten fiir Plaquette, Polyakov-Loop und chiralen
Ordnungsparameter gemessen [54]. Diese Untersuchungen wurden fiir verschiedene Gitter-

groBen und fiir verschiedene Monte-Carlo-Trajektorienlangen 7y = n - dt durchgefiihrt.
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Abbildung 2.4: Tn dieser Abbildung kann man fiir zwei verschiedene Zeitschritte und drei ver-
schiedene Startvektoren die Anzahl der Iterationsschritte ablesen, die nétig sind, damit das Re-
siduum kleiner als ¢ = 10~'* wird. Die Simulationsparameter sind V = 64, 8 = 2.0 und m = 0.1.

Die Stichproben hatten eine Statistik von & 10007;,;.

Algorithmus || V | Trajektorien | < Up > | < P > | < 1) >
TIMC 7] 12500 | 5837(2) | .259(2) | .2282(5)
KRA (j=4) | 4* 40000 5835(3) | .246(7) | .2291(8)
HMC 6* 10000 5762(3) | .085(2) | .333(2)
KRA (j=12) [ 67| 22000 | .5769(2) | .083(6) | .329(2)

Tabelle 2.1: Plaquette, Polyakov-Loop und chirales Kondensat bei 8 = 2.0, m = 0.1. Beim HMC
ist die Trajektorienlinge 79 = 1 und beim Kramers-Algorithmus ist v = 2.0. Die Akzeptanzrate
ist bei allen Datensitzen 80-90%.

In Tabelle 2.1 sind die Werte von Plaquette < Up >, Polyakov-Loop < P > und chi-
rales Kondensat < ¢ > aufgelistet. Die Fehler der Observablen wurden nach (2.41)
abgeschatzt. Beide Algorithmen liefern konsistente Resultate.

In Tabelle 2.2 sind die Resultate der integrierten Autokorrelationszeiten fiir die gleichen
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Algorithmus || 7;,¢(Up) | Kosten(Up) | 751 (P) | Kosten(P) Tz-m(ﬂgb) Kosten(%zﬁ)

HMC 2.3(2) 92(8) 3.5(3) | 140(12) | 1.3(1) 52(4)
KRA (j=4) || 10(1) 80(8) 73(26) | 534(208) | 10(1) 80(8)
HMC 7(1) 462(66) 6(1) | 396(66) 7(1) 462(66)

KRA (j=12) || 24(5) | 576(120) | 49(8) | 1176(192) | 33(8) | 792(192)

Tabelle 2.2: Vergleich von HMC- und Kramers-Algorithmus fiir die gleichen Datensitze wie in
Tabelle 2.1.

Datensétze wie in Tabelle 2.1 aufgelistet. In den Spalten neben den integrierten Autokorre-
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Abbildung 2.5: Integrierte Autokorrelationsfunktion fiir die HMC-Plaquettedaten auf dem 6%
Gitter. Die Fehler sind mit der Jackknife-Methode berechnet (siehe weiter Text).

lationszeiten sind die jeweiligen Kosten fiir die Datenproduktion aufgelistet. In Anlehnung
an [55] sind die Kosten als 27, - n fiir HMC und 27y, - 5 fiir den Kramers-Algorithmus
definiert. Diese Groflen sind gute Schatzwerte fiir die verwendete Computerzeit. mye wur-
de nach (2.40) bestimmt, wobei die Reihe bei M abgebrochen wurde und M so gew&hlt
wurde, daf} die integrierte Autokorrelationsfunktion gerade ein Plateau erreichte, wie in
Abbildung 2.5 dargestellt. Fiir diese Datensatze liegen die Kosten fiir die Berechnung von
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< P > und < 9t > hoher als beim HMC. Lediglich fiir < Up > scheinen beide Algorith-

men vergleichbar effizient zu sein.

| 5 g KRAMERS

by T R

p(t)
/
/
/
/
/
/
/
/
/
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Abbildung 2.6: Normierte Autokorrelationsfunktionen fiir die Plaquettedaten. Fiir beide Algo-
rithmen ist m = 0.1, 8 = 2.0 und V = 8*. Bei HMC ist die Trajektorienlinge 7o = 1 und beim
Kramers-Algorithmus ist 7 = 12 und v = 2.0.

In Abb. 2.6 ist die normierte Autokorrelationsfunktion p(t), wie in (2.37) definiert, fir
die Plaquettedaten aufgetragen. ¢ ist hier in Einheiten der Molekulardynamikzeit gege-
ben, was der Computerzeit entspricht. Die Fehlerbalken fiir p(¢) sind mit der Jackknife-
Methode'* berechnet. Die Geraden wurden mittels Marquardt-Levenberg-Algorithmus an
die Autokorrelationsfunktion gefittet. Daraus ergeben sich die Werte aus Tabelle 2.3 fiir
die exponentielle Autokorrelationszeit 7oyp,. Wie schon in Paragraph 2.4 erwéhnt, ist p(t)
eine Uberlagerung aus mehreren Exponentialfunktionen mit verschiedenen exponentiellen
Autokorrelationszeiten, hier 7/ und 72_. Fiir den Kramers-Algorithmus zeigt die erste

Exponentialfunktion einen erheblich langsameren Abfall als diejenige fiir HMC. Dieses
Verhalten wurde auch fiir nichtlokale Observablen wie der Polyakov-Loop beobachtet.

1Das ist eine Methode zur Bestimmung des statistischen Fehlers einer Funktion von Observablenschitz-
werten, siehe [56].
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: T )
Algorithmus || 7. | 75,

HMC | 4.8(2) [ 22(2)
KRAMERS [ 12(1) | 35(1)

Tabelle 2.3: Abschétzung von ey, fiir beide Algorithmen. Die Datensitze sind die von Abb. 2.6.

T T T T HMC T
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Abbildung 2.7: Kostenvergleich zwischen Kramers-Algorithmus und HMC fiir die Berechnung des
Polyakov-Loops. Fiir beide Algorithmen ist V = 4*, 3 = 2.0, m = 0.1. Beim Kramers-Algorithmus

ist v = 2.0.

¥ 0.025 | 0.05 0.1 0.25 0.5 1.0 2.0
Tint(Up) || 4.8(4) | 4.9(5) | 4.2(3) | 4.4(3) | 4.4(4) | 4.6(3) | 4.5(4)

Tabelle 2.4: Abhingigkeit von 7int(Up) von « fiir V. =44 dt = 0.07, j = 8.

In Abb. 2.7 werden die Kosten fiir die Berechnung des Polyakov-Loops mit beiden Algo-

rithmen fiir verschiedene Integrationsschrittweiten dt verglichen.
Fiir den Kramers-Algorithmus mit V' = 4%, dt = 0.07, j = 8 (dem entspricht der Datensatz
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mit den niedrigsten Kosten in Abbildung 2.7.) wurde v variiert und 7,(Up) gemessen. In
Tabelle 2.4 sind die Ergebnisse aufgelistet.
Aus den durchgefithrten Untersuchungen kann man folgendes schlieflen:

e Die Kosten fiir die Erzeugung von HMC-Daten scheinen nach Abb. 2.7 fiir diesen Satz
von Parametern geringer als jene fiir Kramers-Daten zu sein. Auch die Frgebnisse in

Tabelle 2.2 fur andere Parameter und Observablen lassen diesen Schluf} zu.

¢ Das unterschiedliche Abfallverhalten von p(t) bei beiden Algorithmen in Abb. 2.6 ist
ein starker Hinweis auf die grofere Effizienz des HMC-Algorithmus.

Trotz intensiver Suche konnte fiir den Kramers-Algorithmus kein Satz von Parametern
gefunden werden, bei dem dieser mit dem HMC vergleichbar effizient wére'®. Somit wurde
die Berechnung des Spektrums des Dirac-Operators mit Konfigurationen vorgenommen,
die mittels HMC erzeugt wurden.

157 einem dhnlichen Schluf im zweidimensionalen Gross-Neveu-Modell mit Kogut-Susskind-Fermionen
kommen die Autoren in [57].






Kapitel 3

Dirac-Operator und

Random-Matrix-Modell

In diesem Kapitel werden zundchst die Symmetrieeigenschaften des Dirac-Operators im
Kontinuum und auf dem Gilter dargestelll, sowie auf einige Merkmale seines Spektrums
eingegangen. Es folgt die Einfihrung spektraler Korrelationen im Random-Matriz-Modell.
Zum Schluf$ wird die numerische Implementierung der Spekirumsberechnung beschrieben.

3.1 Theoretische Grundlagen

3.1.1 Symmetrien des Dirac-Operators

Gegenstand unseres Interesses ist im Folgenden das Spektrum des masselosen euklidischen
Kogut-Susskind-Dirac-Operators, wie er in (1.33) definiert ist. Die Eigenwerte A, und die
Eigenvektoren ¢, von ip** sind durch die Gleichung

definiert oder komponentenweise geschrieben

g
R 0 , , , .
iP5 (6n); = 5 2 iulUiu(bn)isn — UL (Dn)imu] = An(n)s- (3.2)
p=1

Wie in Paragraph 1.3.2 gezeigt wurde, geht in die diskretisierte Wirkung (1.32) die Fer-

mionenmatrix quadratisch ein: MM mit M = @KS + m und somit kommt der Dirac-

Operator in der Wirkung ebenfalls quadratisch vor. Wie man sich leicht tiberzeugt, ist

41
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(@I{S)T — _w[x"s’ so daB (@R’S)T@I(S — _(m[’(S)Z gllt
Bevor wir uns den Symmetrieeigenschaften von P*° zuwenden, fassen wir die Symmetrien
des euklidischen Dirac-Operators im Kontinuum zusammen [58, 82].

Fiir den Dirac-Operator im Kontinuum gilt die chirale Symmetrie

{MKont’FyS} — 0. (33)

Das heifit, dal mit ¢, auch 7s5¢, Eigenvektor von Z'EKOM ist. Das fiihrt dazu, daf} des-
sen Eigenwerte in Paaren +X,, vorkommen oder Null sind und man chirale Eigenvektoren
Y5l = G2 bzw. vs¢Lk = —¢L withlen kann. Wegen der Symmetrie (3.3) wird die Matrixdar-

. »Kont - . . .
stellung von 70"°" in dieser Basis besonders einfach

iprent = (% g) (3.4)

Die Matrixelemente von T sind T, = [ d*z ¢F*iPR°" ¢ | Die Anzahl links— und rechts-
hdndiger Nullmoden ist nicht unbedingt gleich grof}, so daff im allgemeinen die Matrix 7'
rechteckig ist.

In Abhéngigkeit von der Farbanzahl N. und von der Darstellung der Fermionen gibt es

drei mogliche Symmetrieklassen:

o Fir N. > 3 und Fermionen in der fundamentalen Darstellung der Eichgruppe ist
PRt = 4,0, + ig5-A%), wo A" die Erzeugende der Gruppenalgebra sind. Dieser
Dirac-Operator hat keine zu (3.3) zusitzliche Symmetrie. Seine Matrixelemente sind

in diesem Fall komplex.

e Fiir N. = 2 und Fermionen in der fundamentalen Darstellung ist P = Yu(0, +
z'ga?—aAZ), wo o® die Pauli-Matrizen sind. In diesem Fall hat @Kont zusitzlich zu (3.3)

die Ladungskonjugationssymmetrie [60]
[prem, CoyK] = 0. (3.5)

Hier ist C' = ~97v4 die Ladungskonjugationsmatrix und K der Operator fiir komplexe
Konjugation. Fiir den Operator C'oyK gilt (Co,K)* = 1. In Analogie zur Zeitum-
kehrsymmetrie in der Quantenmechanik ist es daher mdéglich, eine Basis zu finden,

in der X" reell ist [73].

e Fiir N. > 2 und Fermionen in der adjungierten Darstellung ist (P¥°™)" = ~,(6"0,, +
gf“bcAZ). Der Dirac-Operator besitzt die zusiatzliche Symmetrie [60]

(PRt CK] = 0. (3.6)
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Da (CK)* = —1 ist, lassen sich wieder in Analogie zur Zeitumkehrsymmetrie die
Matrixelemente in reellen Quaternionen anordnen [73]. Ein reelles Quaternion ist
eine Linearkombination aus vier 2 x 2 Matrizen mit reellen Koeffizienten (g, ¢)

q = qolaxz + G- ¢, (3.7)

(0 s (2 ) (i 0) e

Auf dem Gitter besitzen die Fermionen folgende Symmetrien:

o Fiir naive Fermionen in (1.22) mit N. = 2 gilt neben (3.3)" die Symmetrie (3.5).

e Fir Wilson-Fermionen in (1.25) mit N, = 2 gilt wegen dem Wilson-Zusatzterm die
Symmetrie (3.3) nicht sondern lediglich [61]

[v:P" 75 CKas) = 0. (3.9)
Die Matrixelemente sind reell, da (ysC' Ko3)* =1 ist.

o Fir Kogul-Susskind-Fermionen mit N, = 2 gilt (3.3). Die zu (3.5) entsprechende
Symmetrie ist [62]
[P"°,0,K] = 0. (3.10)

Da (02K)* = —1 ist, lassen sich die Matrixelemente von MKS in reellen Quaternionen
anordnen. Durch die Ladungskonjugationssymmetrie (3.10) ist mit (¢,,tA,) auch
(09¢%, —i,) Eigenmode von P*°. Die Eigenmoden von —(P*)? sind dann (¢, A2)
und (o2¢%, A2). Somit ist das Spektrum von —(ZDKS)Q wegen (3.10) zweifach entartet.

Eine weitere Entartung von —(EKS)Z wird sichtbar, wenn man folgende Matrix [63]

+1, 1 =7, ¢ gerade (G)
Vsij = —1, 1=y4, ¢ ungerade (U) (3.11)

0, sonst

und die Projektionsoperatoren

1 1
Pg = 5(] +75z'j) Pz'(j] = 5(] —75¢j) (3.12)

KS

einfiihrt, die die Eigenvektoren von P™° auf die jeweiligen Unterrdume projizieren

PS¢, = ¢% PY¢, = &Y. (3.13)

n n

"Eine mégliche Definition von 5 auf dem Gitter ist weiter unten in (3.11) gegeben.
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Dann gilt {P*°, 7.} =0, woraus folgt

@KSPG — PU@KS’ lpKSPU — PGlpKS (3.14)
und
iPtoeS = iptiPS, = PUiPRS, = MY, (3.15)
iprie = iP"PYe, = PUPT6, = Aol
sodaBl

=PVl =N, —(PE) b = N (3.16)
Das bedeutet: Das Spektrum von —(P*%)? ist auf beiden Untergittern identisch. Wenn
also keine weiteren Entartungen vorliegen, dann gibt es auf einem Gitter mit Volumen V/
genau % verschiedene Figenwerte.
Das Spektrum des freien? Kogut-Susskind-Dirac-Operators auf einem Gitter mit Volumen
V = 2N; x 2N; x 2N; x 2N; mit periodischen Randbedingungen in den rdumlichen Rich-
tungen und antiperiodischen in Zeitrichtung ist [64]

. . . . /2
. i . is . is . i;4+0.5)\]"
A\; = 2|sin? (W—Z1> + sin? (&> + sin? (&) + sin? (L)] , 3.17
[ N; N N N; (3.17)

mit 1, € {0,1,---,[%]} fiir p = 1,2, 3 und 1; € {0,1,---,[%]} 3. Fiir V = 16* ist
beispielsweise A = (0.346.

Die Spektraldichte ist allgemein definiert als
p(A) =< D 6N — X)) >u (3.18)

Sie entspricht der Anzahl der Eigenwerte in einem Intervall dA. Gemittelt wird iiber Eich-
feldkonfigurationen. Fir den freien Dirac-Operator erhalt man die Spektraldichte, wenn
man alle Eigenwerte in einer Schale mit Radius AN, /7 zdhlt. Das Ergebnis ist dann

Pre(N) ~ NP, (3.19)

Die Spektraldichte dieser Eigenwerte ist in Abbildung 3.1 zusammen mit der Spektraldichte
der Eigenwerte von ip™* mit Eichfeldkonfigurationen dargestellt, die bei 8 = 2.4 auf einem
16* Gitter erzeugt wurden. Wenn man die Wechselwirkung einschaltet, sieht man hier eine
klare Anhdufung von kleinen Figenwerten.

?Das bedeutet, daf alle U; , = 1 gesetzt sind, was 3 = co entspricht.

3181 st %, wenn N, gerade ist und M

5 , wenn N, ungerade ist.
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Abbildung 3.1: Die Spektraldichte der Eigenwerte des freien Dirac-Operators (gestrichelte Kurve)
und die Spektraldichte des Kogut-Susskind-Dirac-Operators mit Eichfeldkonfigurationen bei 8 =
2.4 (Histogramm). Beide Spektren sind auf einem 16* Gitter berechnet. Die Spektraldichte ist
auf Eins normiert.

3.1.2 Die Banks-Casher-Relation

Wie Gittersimulationen der QCD in den letzten zehn Jahren gezeigt haben [1], betrigt das
chirale Kondensat fir Nf =2

<iPp >~ —(220MeV)? (3.20)
unterhalb einer kritischen Temperatur
T. ~ 140MeV. (3.21)

Oberhalb dieser Temperatur verschwindet das Kondensat. Banks und Casher [2] haben
1980 gezeigt, daB < 1) > im Grenzwert verschwindender Quarkmasse und unendlichen
Volumens in direkter Beziehung zur Spektraldichte des Dirac-Operators bei A = 0 steht.
Um das zu zeigen, geht man von der Kontinuums-Green-Funktion fiir die Quarks in einer

endlichen Box aus. Diese ist durch

()9} (y)

m— 1\,

S(z,y) =< L/J(JU)E(y) >A= Z

n

(3.22)

gegeben. ¢, (z) und A, sind Eigenfunktionen und Eigenwerte des Dirac-Operators. Gemit-
telt wird iiber die Gluonfelder Af(z). Setzt man x = y und integriert iiber z, dann erhilt
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IMnan

1 _
v /Vd43: < Ppla)p(x) >a= ——Z — Z/\ (3.23)

Benutzt man weiterhin die Tatsache, dal die Eigenwerte wegen der Symmetrie (3.3) in
Paaren mit entgegengesetztem Vorzeichen vorkommen, dann erhélt man fiir (3.23)

2m 1
T > TS (3.24)

An>0

%/‘/d‘lx < p(x)(z) >a=

Das Quarkkondensat < vt (m) > fiir endliche Masse ist genau der Grenzwert V — oo
der linken Seite von (3.24). In diesem Grenzwert werden die Eigenwerte dichter, da ihre
Anzahl pro gegebenem Intervall dem Volumen proportional ist. Also erhélt man fur (3.24)

im Limes V — o

2m
<To(m) > = o [T 2O (3.25)
Das Integral (3.25) divergiert fiir grofie A: Wenn A > AQCD ist*, dann gilt
o) A )~ X (3.26)

da die QCD eine asymptotisch freie Theorie ist. Diese Tatsache fithrt zu einer quadratischen
Divergenz des Integrals (3.25), die allerdings proportional zur Quarkmasse ist und somit im
chiralen Limes verschwindet. Dieser perturbative Effekt grofier A liefert also keinen Beitrag
zum Ordnungsparameter < ¢¢(m = 0) >, er hingt direkt mit der expliziten Brechung der
chiralen Symmetrie durch den Massenterm in der QCD-Wirkung zusammen.

Um das nichtperturbative Kondensat zu erhalten, den Ordnungsparameter fiir die spontane
Brechung der chiralen Symmetrie, mufl man den divergenten Anteil subtrahieren. Das

chirale Kondensat ist dann durch den Beitrag kleiner A, den Infrarotbeitrag, bestimmt
/\ ~ m << AQCD- (327)
Wenn p(0) # 0, dann ergibt die Integration tiber A in (3.25) die Banks-Casher-Relation

mp(0)

Y=|<Pp(m=0)>|= v

(3.28)

Hier wurde der Limes m — 0 ausgefithrt. Die rechte Seite von (3.28) ist unabhéngig von
m, das bedeutet, dafl der Ausdruck im chiralen Limes nicht verschwindet. Ware z.B. fur
kleine A p(A) ~ A* und damit p(0) = 0, dann wiirde - wie man sich leicht tiberzeugt -
die Integration in (3.25) einen Beitrag proportional zu m® liefern, der im chiralen Limes
verschwindet. Fiir die spontane Brechung der chiralen Symmetrie muf also die Eigenwert-
dichte bei A = 0 einen endlichen Wert haben.

Wichtig bei diesen Betrachtungen ist, daB sie zundchst einmal im thermodynamischen

*Agcp ist eine typische hadronische Massenskala der QCD.
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Limes giiltig sind. Bei endlichem Volumen zeigt Gleichung (3.24), da fir m — 0 das Kon-
densat verschwindet und die chirale Symmetrie wiederhergestellt ist. Es ist also wichtig
zundchst den Grenzwert V' — oo auszufithren und erst danach m — 0 gehen zu lassen, um
¥ # 0 zu erhalten.

Wenn aber die Quarkmasse nicht zu klein ist, dann gilt die Banks-Casher-Relation (3.28)
auch fiir endliche Volumina. Das kann man sich folgendermafen klar machen [60]:

Eine wichtige Folge von (3.28) ist, daB in der Nahe von A = 0 der mittlere Abstand der

Eigenwerte
1 T

N = —— 3.29
Vp(0) XV (3.29)

betragt. Wenn nun die Masse m viel groBer als der Abstand AX ist, wenn also
mVy > 1 (3.30)

ist, dann dndert sich (m?+A2)~" in (3.24) nur langsam mit n, so dal man dort die Summe
durch das entsprechende Integral ersetzen darf. Wenn also m die Bedingung (3.30) erfiillt,
gilt (3.28) auch fiir endliche Volumina und man kann auch hierfiir spontane Symmetrieb-
rechung beobachten.

Es gibt in der Festkorperphysik ein Analogon zur Banks-Casher-Formel und zwar Kubo’s
Formel, die die Leitfahigkeit o des Festkorpers mit der Spektraldichte an der Fermi-Kante
in Beziehung setzt

o =€ Dp(Er). (3.31)

D ist die Diffusionskonstante, e die Elektronenladung. o spielt hier die Rolle eines Ord-

nungsparameters fiir den Ubergang des Festkorpers vom Isolator zum Leiter.

3.1.3 Die Leutwyler-Smilga-Summenregeln und die mikroskopi-
sche Spektraldichte

Im Folgenden geht man generell davon aus, dafl die chirale Symmetrie spontan gebrochen
ist. Daraus ergeben sich Konsistenzbedingungen an das Spektrum des Dirac-Operators.
Wie Gasser und Leutwyler 1987 [66] sowie Leutwyler und Smilga 1992 [60] gezeigt haben,

kann fiir Gittergrofien I im Bereich®

1 1
KL — = (3.32)

1
AQCD Lz ,/mAQCD

®Die linke Ungleichung fiihrt dazu, daf nur die Goldstone-Moden Beitrige zu Z liefern. Durch die
rechte Ungleichung wird der kinetische Anteil 8,U19,U der Lagrange-Dichte vernachléssigbar. 1/m; ist
die Compton-Wellenldnge des Pions.
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die QCD-Zustandssumme durch die Zustandssumme einer effektiven Theorie ersetzt werden

i8N
Zeﬂ' ~ dUemVERe SpUe f' (333)
SU(Ny)
Im Bereich (3.32) sind die NJ% — 1 Goldstone-Bosonen die relevanten Freiheitsgrade der
Zustandssumme (3.33), die durch die unitare Matrix U parametrisiert werden.
Mit den Eigenwerten ), von ip*°™ kann man die Determinante in der Kontinuumszu-

standssumme (1.8) ersetzen, so daBl unter Einbeziehung verschiedener topologischer Sekto-
ren und Ny Quarkflavors aus (1.8)

Z = Zew”me'”'/DAM ]___[(/\721 +m2)Nf e~ 5c(4n) (3.34)

wird. Entwickelt man Z°% und die QCD-Zustandssumme (3.34) nach Potenzen von m und
setzt anschlieBend die Entwicklungskoeffizienten gleich, so erhdlt man eine ganze Reihe von
Summenregeln: die Leutwyler-Smilga-Summenregeln. Aus den Koeffizienten von m?* erhélt

man die einfachste dieser Summenregeln

1 Vey?

<> VR AL (3.35)

Weitere Summenregeln erhdlt man durch Gleichsetzen der Koeffizienten hoherer Potenzen
von m [67].

Die Summenregel (3.35) kann als Integral {iber die Spektraldichte p()) ausgedriickt werden®.
Hier z.B. fiir v = 0

1 p(X) V22
<Y 5 Su=o = /d)\ = — . (3.36)
oM A? 4Ny
Fiithrt man die mikroskopische Variable = = AVY ein, so kann man das obige Integral

folgendermaflen umschreiben

1 z . dz 1
s/ e = (3:37)
Der thermodynamische Limes
) 1 z
ps(2) = Jim (5 (3.35)

ist die mikroskopische Spektraldichte. Dieser Grenzwert existiert, wenn ¥ # 0 ist. An-
schaulich stellt ps(z) eine VergroBerung von p(A) im Bereich kleiner Eigenwerte um einen
Faktor VX dar, so daf einzelne Eigenwerte sichtbar werden, wie in Abbildung 3.2 verdeut-
licht wird.

SHéhere Summenregeln kénnen als Integral iiber p(A1, X2), p(A1, A2, A3) usw. geschrieben werden.
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Abbildung 3.2: Die Spektraldichte p(X) (links) und die mikroskopische Spektraldichte pg(z)
(rechts). Die Histogramme sind aus HMC-Daten mit SU.(2)-Eichfeldern und Kogut-Susskind-
Fermionen bei 8 = 2.0 und V = 10* gewonnen. Die gestrichelte Kurve im rechten Bild ist die
Vorhersage der chiralen Random-Matrix-Theorie. Der VergréBerungsfaktor V'Y betrdgt hier 1247.
Die mittlere Spektraldichte ist auf V' normiert.

Das Ergebnis (3.35) sowie die hoheren Summenregeln basieren auf der Annahme, daf
die chirale Symmetrie nach dem gewhnlichen Schema SUL(NJ:) X SUR(Nf) — SUV(Nf)
spontan gebrochen ist (siehe hierzu Paragraph 1.2). Allerdings gilt dieses Schema fiir Fer-
mionen in der komplexen Darstellung der Eichgruppe. Das ist der Fall, wenn N, > 3 ist
und die Fermionen nach der fundamentalen Darstellung der Eichgruppe transformieren.
Gehoren die Fermionen dagegen zur adjungierten Darstellung der Eichgruppe, dann ist
das Schema der Symmetriebrechung fiir N, > 2 SU(N;) — SO(N;) [68]. Tn diesem Fall

erhilt man andere Summenregeln. Die einfachste hiervon, die (3.35) entspricht, ist [67, 69]

B S vey?
X2 T AN+ (N 1)/2)

Die QCD ist nicht die einzige Theorie, die auf die effektive Zustandssumme (3.33) redu-

ziert werden kann [3]. Tm néchsten Paragraph wird die chirale Random-Matrix-Theorie

(3.39)

eingefiihrt werden, die ebenfalls diese Eigenschaft besitzt. Theorien, die auf die gleiche nie-
derenergetische effektive Theorie zuriickgefithrt werden konnen, haben meist Eigenschaften,
die als universell bezeichnet werden. Die oben eingefithrte mikroskopische Spektraldichte
ist eine solche universelle Grofle, weil sie - wie sich auf Grund der Ergebnisse der vorlie-
genden Arbeit herausgestellt hat - lediglich von der Symmetrieklasse des Dirac-Operators
abhéngt und nicht von dynamischen Details. Auf Grund ihrer Universalitat kénnte pg(z)

im Rahmen der einfacheren Theorie berechnet werden, hier also aus der chiralen RMT.
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3.2 Spektrale Korrelationen im Random-Matrix-Modell

3.2.1 Das chirale Random-Matrix-Modell

Es soll nun das chirale Random-Matrix-Modell (chRMM) eingefiithrt werden. Es wird dann
gezeigt, wie man daraus Vorhersagen fiir die spektralen Korrelationen der Eigenwerte des
Dirac-Operators gewinnen kann. In den folgenden Ausdriicken ist [ nicht - wie bisher -
als Kopplungskonstante der Eichfelder zu verstehen sondern als Dyson-Index, der weiter

unten eingefithrt werden wird.
Man kann das Verhaltnis zwischen QCD und chiralem Random-Matrix-Modell wie folgt

schematisch darstellen:

Zgep = /DA# det V1 (@Kont + m)e“s‘?(A“) (3.40)
1l Variablentransformation
2Py = /DW det N1 (P, + m)e“yv(wtw) (3.41)

1 Universalitit

ZgMM = /DW det N7 (Pw + m)e“yEQSpWTW (3.42)

Ausgehend von Zgep in (3.40) fithrt man eine formale Transformation der Integrationsva-
riablen durch und erhilt (3.41) [82]. Dabei wihlt man hier wegen der chiralen Symmetrie
(3.3) fiir den Random-Matrix Dirac-Operator iy, eine Matrixdarstellung in chiraler Basis,
ganz analog zur Darstellung von ip¥°™, die in Paragraph 3.1.1 eingefithrt wurde

Dy = (m‘% ‘g) (3.43)

Die Matrixelemente von W sind Zufallszahlen mit wohldefinierter Wahrscheinlichkeitsver-
teilung. Wenn W eine n x (n + v) Matrix ist, dann hat i/),, n Paare von Eigenwer-
ten £A; und v Nullmoden. Nimmt man v << n an, dann kann man das Gittervolumen

V = 2n 4+ v ~ 2n identifizieren. Das Potential im Exponenten in (3.41) ist
VIWW) = Se(W'W) — log J(WW). (3.44)

J ist die Jacobi-Determinante fiir die Variablentransformation A, — W, die nicht ohne

Weiteres berechnet werden kann. An dieser Stelle macht man folgende Annahme:
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Das Spektrum des Dirac-Operators ist im Bereich kleiner Figenwerte unabhdngig
von der speziellen Form von V(W1W), solange man dafiir ein Polynom in
Sp(WTW ) wéhlt [6, 70, 71].
Man ersetzt iiblicherweise V(W TW) in (3.41) durch das MaB X2Sp(WTW), wo ¥ das chi-
rale Kondensat ist. Man erhilt so das chirale RMM (3.42)".
Man kann zeigen, daf} fiir GittergroBen im Bereich (3.32) 25 - wie auch Zoep [60] -

aul Z reduziert werden kann [3]:

ZQOD und ZgMM

|
zel / JlJ "V EReSpUe
SU(Ny)

0/ Ny
In Abhingigkeit von der Symmetrie des QCD-Dirac-Operators PX°™, die auch die Sym-
metrie von W sein muf, gibt es drei verschiedene chirale Random-Matrix-Modelle. Diese

Kont ab. Und zwar sind es folgende:

hangen von N. und von der Darstellung von J)
o Fiir P*°™ in der fundamentalen Darstellung und N, > 3: Das chirale unitire Gauf-
Ensemble (chGUE) mit komplexen Elementen von W. Dieses Ensemble wird durch

den Dyson-Index 3 = 2 charakterisiert.

e Fiir P in der fundamentalen Darstellung und N, = 2: Das chirale orthogonale
GauB-Ensemble (chGOE) mit reellen Elementen von W. Dieses Ensemble wird durch
( =1 charakterisiert.

o Fiir P*°™ in der adjungierten Darstellung und N, > 2: Das chirale symplektische
GauB-Ensemble (chGSE). Hier lassen sich die Elemente von W in reellen Quaternio-

nen ordnen und es ist § = 4.

Der Dyson-Index gibt demnach die Anzahl unabhéngiger Variablen pro Matrixelement an.
Der diskretisierte Dirac-Operator mit Kogut-Susskind-Fermionen und N, = 2 wird durch
das chGSE beschrieben, mit N, > 3 durch das chGUE. Der Dirac-Operator mit Wilson-
Fermionen antikommutiert nicht mit ~5. Der Grund dafir ist der Wilson-Zusatzterm. In
diesem Fall hat der Dirac-Operator nicht die chirale Struktur (3.4) und das relevante
Ensemble ist das GUE fiir N, > 3 und das GOE fiir N, = 2.

Die chRMM-Zustandssumme (3.42) ist invariant beziiglich Transformationen

W — XTWy, (3.45)

“Es existiert bisher kein strenger Beweis fiir die Richtigkeit der Universalititsannahme (siehe jedoch
hierzu [72]), so dafi die Ergebnisse fiir die mikroskopische Spektraldichte, die aus (3.42) folgen, nicht den
gleichen Status wie die Leutwyler-Smilga-Summenregeln haben, die ohne heuristische Argumente aus der
chiralen Stérungstheorie folgen.
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wo X eine n X n und Y eine m X m Matrix ist mit m = n +v. Fir 8 = 1 sind X und
Y orthogonale Matrizen, fiir 3 = 2 unitére und fiir 3 = 4 symplektische Matrizen. Durch
die Invarianz (3.45) ist es moglich, die Zustandssumme (3.42) durch die Eigenwerte des

Random-Matrix-Dirac-Operators W auszudriicken, denn man kann immer ein X und ein

Y finden, so daf}

W = XTAY (3.46)
ist, wobei A eine n X m Matrix ist: Ay; = A; fir2 = 1,...,n und A;; = 0 sonst. Damit wird
die Zustandssumme [82]

Zaans = [ ANAGD) P TTOF + m VAP =252, (3.47)
k=1
wo
A = TIOE - 30) (3.45)
k<!

die Vandermonde-Determinante ist. Die Jacobi-Determinante dieser Transformation ist

J = (AP T A (3.49)
k=1
Das Modell (3.47) reproduziert alle bisher besprochenen Symmetrien der QCD-Zustands-
summe wieder. Insbesondere spiegelt es ihre topologische Struktur wieder: Der Random-
Matrix-Dirac-Operator W hat genau v = |n —m/| Nullmoden. v wird in diesem Modell mit
der topologischen Ladung identifiziert.

Die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte fiir m = 0 kann man aus der Zustandssumme (3.47)

direkt ablesen. Fiir chirale GauB-Ensembles [82] ist sie

P50 An) = Cogl A(AZ)[F T AN HOMIHO1 250 (3.50)
k=1

Cpp ist eine Normierungskonstante. pg(Aq, ..., Ay )dA1dA; -+ - dX, gibt die Wahrscheinlich-
keit an, die Eigenwerte A1,..., A, in den Intervallen [A;, \; +dX;], j =1,...,n, zu finden.
(3.50) enthélt die ganze Information iiber Eigenwertverteilung und Korrelationen im Spek-
trum. Durch geeignete Integrationen kénnen im Prinzip alle GréBen erhalten werden, die
fiir die Untersuchung eines Eigenwertspektrums von Interesse sind.
Integriert man z.B. (3.50) tiber n — 1 Eigenwerte, so erhalt man die mittlere Spektraldichte

ps(\) = n/k]i[ AN Az, ). (3.51)

Wenn man (3.50) tiber n — 2 Eigenwerte integriert, so erhilt man die Zweipunkt-Korrela-

tionsfunktion

~ n! i
5s(M, ) = m/ﬂdxw(xl,...,xn). (3.52)
: k=3
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pa(A1, A2)dA1dAy gibt die Wahrscheinlichkeit an, einen Eigenwert in einem der Intervalle
[Aj,A; +dX;], 7 =1,2 zu finden unabhéngig von der Indizierung und unabhéngig von der
Lage der anderen Eigenwerten. Zieht man von der n-Punkt-Korrelationsfunktion geeignete
Kombinationen von Korrelatoren niedrigerer Ordnung ab, so erhdlt man die n-Punkt-

Clusterfunktion, hier also die Zweipunkt-Clusterfunktion

pe(A,A2) = —pp(A1, A2) + ps(A1)ps(Ae). (3.53)

Sie beschreibt die Korrelationen zweier Zustande ohne die trivialen Effekte der Korrelatoren

niedigerer Ordnung und geht bei der Berechnung skalarer Suszeptibilitiaten ein.

3.2.2 Vorhersagen der chiralen Random-Matrix-Theorie fiir das
chGSE

Zur expliziten Berechnung der Spektraldichte (3.51) und der Korrelationsfunktion (3.52)
aus der Verbundwahrscheinlichkeitsdichte (3.50) bedient man sich in der RMT verschiede-
ner Methoden:

Fir das chGUE (8 = 2) ist es die Methode orthogonaler Polynome [73], fiir das chGOE
(8 =1) und das chGSE (§ = 4) die Methode schieforthogonaler Polynome [74, 75, 81]. Der
thermodynamische Limes (3.38) der so erhaltenen Korrelatoren ergibt einen analytischen
Ausdruck fir die mikroskopische Spektraldichte pg(z) fiir jedes 3.

Wir werden uns hier darauf beschranken, das Ergebnis fiir pg(z) fiir die Symmetrieklasse
mit 5 = 4 anzugeben, da diese Vorhersage fiir SU,(2)-Eichfelder mit Kogut-Susskind-Fer-

mionen relevant ist®. Es wurde von Nagao und Forrester 1995 berechnet [74] und lautet
1 1
ps(z) = 222/ duu2/ do[Jya1(2uvz) 4 (2uz) — vJaq1(2uz)J4,(2uvz)] (3.54)
0 0

mit z = AVY und 4a = Ny 4 2v + 1. Jy,—¢ sind die Bessel-Funktionen.
Eine weitere spektrale Eigenschaft, iiber die das chRMM Vorhersagen macht, ist die Ver-
teilung des kleinsten Eigenwertes P(Amin). Ausgehend von der mit @ = A* reskalierten

Verbundverteilung (3.50) fithrt man die Grofe [76]

Ba(s) = Jimy | TLdet pualer, - n) (3.55)
ein. Fg(s) ist die Wahrscheinlichkeit, dal das Intervall [0,s] frei von Eigenwerten ist.
Daraus erhdlt man die Verteilung des kleinsten Eigenwertes

d
Ps(tmin) = - E5(5)|s=zrmin (3.56)

SJDKS 148t sich ndmlich wie auch W fiir 8 = 4 in reellen Quaternionen anordnen. Auf den Kontinu-
umsiibergang der Theorie mit Kogut-Susskind-Fermionen wird weiter unten eingegangen.
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Fir Ny = v =0 wurde P(Apin) 1993 von Forrester berechnet [77]. Fiir # = 4 erhalt man

P(/\rnin) = \/gc (C/\min)3/2[3/2(6/\min) e_%(C/\min)Q (357)

mit ¢ = VY. I3/, ist die modifizierte Bessel-Funktion. Es soll hier nochmal betont werden,
daB (3.57) eine Vorhersage fiir die QCD in statischer Néherung ist, also ohne dynamische
Fermionen. Fiir Ny # 0 gibt es analytische Ergebnisse fiir P(Amin) nur fir ungerade Flavor-
anzahl [78]. Da in QCD-Simulationen die Kogut-Susskind-Fermionen stets einer geraden
Flavoranzahl im Kontinuum entsprechen, konnen unsere Gitterdaten mit diesen Vorher-
sagen nicht verglichen werden. Fiir Ny = 2 und 4 gibt es keine geschlossene analytische
Ausdriicke fiir P(Amin); s gibt jedoch Ergebnisse [79], mittels derer man P(Anmin) als schnell
konvergierende Taylor-Reihe ausdriicken kann. Der Ausdruck hierfiir steht in den Gleichun-
gen (7) und (8) in [80].

Alle bisher vorgestellten Ergebnisse der chiRMT gelten im chiralen Limes. Fir endliche
Quarkmasse gibt es noch keine analytische Vorhersagen fiir pg(z) und P(Amin). Man kann
jedoch diese GroBen numerisch durch iterative Berechnung schieforthogonaler Polynome
erhalten [80, 81].

Fiir den mikroskopischen Grenzwert

ps(r,y) = Jim ps(. 1) (3.58)

der Zweipunkt-Clusterfunktion (3.53) gibt es ebenfalls RMT-Vorhersagen fiir das chirale
GSE [74]. Wir verzichten hier darauf, die expliziten Ausdriicke anzugeben.

In [82] wurde gezeigt, daBl die Ausdriicke fir pg(z), die man fir alle drei Ensembles im
chiralen Limes erhilt, die Leutwyler-Smilga-Summenregeln reproduzieren. Und zwar kann

man diese fiur § =1, 2,4 zusammenfassen zu

_ g
RS R vore: eyt

(3.59)

3.3 Numerische Spektrumsberechnung

3.3.1 Implementierung

In unserer Implementierung berechnen wir die Eigenwerte des masselosen quadrierten
Dirac-Operators —(ﬂKS)Z. Im Paragraph 3.1.1 wurde gezeigt, dafl das Spektrum von
—(P"%)? auf dem geraden Untergitter identisch ist mit dem Spektrum auf dem unge-
raden Untergitter. Man braucht also die Diagonalisierung von —(Jp**)? lediglich auf einem

von beiden Untergittern durchzufithren. Ohne besonderen rechentechnischen Grund ist es
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in unserem Fall das gerade Untergitter.
Die Diagonalisierung von —(@KS)2 wird fiir jede beim Metropolis-Test akzeptierte Konfi-
guration U/ vorgenommen. Drei Schritte sind dazu notwendig:

1. Zunichst wird —(]P*%)? mit dem Verfahren von Lanczos [84] tridiagonalisiert. In
unserem Code wird bei diesem Schritt die Arbeit so unter den Prozessoren aufgeteilt,
daB jeder Knoten eine Teilmatrix tridiagonalisiert.

2. Die so erhaltene tridiagonale Matrix 7" wird mit einer geeigneten Routine aus einer
FORTRAN-Bibliothek der T3E diagonalisiert. Bei diesem Schritt wird die Verteilung

der Arbeit unter den Prozessoren von der Routine selbst vorgenommen.

3. Neben den korrekten Figenwerten entstehen beim Lanczos-Verfahren auf Grund von
Rundungsfehlern sogenannte scheinbare Figenwerte. Diese werden mit einem von
Cullum und Willoughby [85] entwickelten Verfahren identifiziert und entfernt. Dieser
Schritt wird auf einem einzigen Prozessor durchgefiihrt.

Es wird im Folgenden genauer auf diese drei Schritte eingegangen:

Zu 1: Das Lanczos-Verfahren ist eine iterative Prozedur, die eine symmetrische n xn Matrix

A~ hier ist A = —(]p™*)2 — durch eine symmetrische m x m tridiagonale Matrix 7™
ersetzt. Hier eine kurze Beschreibung der Tridiagonalisierung;:
1. Man wihlt einen zufilligen n-komponentigen Startvektor v; = (vl, -+, 0™)T mit
[lo1]] = 1 und setzt vo = 0, 1 = 0.
2. Ftire=1,---,m berechnet man:
w = — Bvia (3.60)
o, = (Ui,ui) (361)
Bivivipr = u; — v (3-62)
r, = uU; — o;0; (363)
Biyr = /(ri, 1) |- (3.64)

Die eingerahmten Operationen erfordern Kommunikation unter den einzelnen Prozes-
soren, die iibrigen werden lokal ausgefiihrt. Skalare Variablen werden mit griechischen
Buchstaben bezeichnet, Vektoren mit kleinen und Matrizen mit grofien lateinischen
Buchstaben. In [84] wird bewiesen, daf die obige Rekursion in exakter Arithmetik
fiir allei = 1,---,m einen Satz von orthonormalen Vektoren Vi = (v, vq, - -+, v;) aus
den Krylov-Vektoren (v, Avy, A%y, -+, A"7lv;) erzeugt und daB das Verfahren bei

© = m abbricht, wenn (3,11 = 0 wird. Mit m < n bezeichnet man den grofiten Index
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i, fiir den die Vektoren vy, -+, A'v; noch linear unabhingig sind.

Gleichung (3.62) mit (3.60) l1aBt sich in Matrixform schreiben:

AV = VT (0,0, -, Biz1vig1), (3.65)
wo T tridiagonale Matrizen sind:
ar [ 0
o= | e (3.66)
0 Bi o

In der Praxis geht wegen Rundungsfehlern die Orthogonalitdt der v; im Laufe der
[teration rasch verloren, so dal man niemals 3,41 = 0 erhélt. Das Verfahren wird
vielmehr solange fortgesetzt, bis 3,41 < ¢ wird. Dann wird aus (3.65)

AV = VT (3.67)

Jeder Eigenwert von T™ ist dann auch Eigenwert von A. Wenn A Eigenwert von T™

ist: Tz = Az, z # 0, dann folgt fiir . = V"2, 2 £ 0
Ar = AV™z = V™T"2 = A\V™z = Ax. (3.68)

Werden nicht alle Eigenwerte von A gebraucht, dann ist es nicht einmal notig das
Verfahren so lange fortzusetzen, bis 3,41 geniigend klein ist. Man kann ndamlich
zeigen®, daB die extremen Eigenwerte von T™ schon fiir nicht allzu grofie m rasch
gute Schatzwerte der extremen Eigenwerte von A sind. Wie grof§ man also m wahlt,
hdngt davon ab, wieviele Eigenwerte von A benétigt werden.

Noch eine Bemerkung zum Speicherplatzbedarf dieses Verfahrens ist hier angebracht:
Wenn man auf Reorthogonalisierung verzichtet, dann geniigen zur Realisierung eines
Iterationsschrittes die zwei aktuellsten Vektoren v; und v;_;. Zum Schlufl braucht

man nur die Eintrage der Haupt- und Nebendiagonale von T™ zu speichern.

Zur Diagonalisierung von 7™ benutzen wir die Routine PSSTEBZ aus der FORTRAN-
Bibliothek Scal, APACK!. Diese Routine beruht auf dem Bisektionsverfahren [86],
das im wesentlichen aus der Bestimmung der Nullstellen des charakteristischen Po-
lynoms von T besteht. Es wird meistens benutzt, wenn man nicht alle Eigenwerte
braucht. Will man alle berechnen, so verwendet man in der Regel auf sequentiel-
len Maschinen die giinstigeren QR/QL-Iterationsverfahren. Auf parallelen Rechnern
wurde bisher keine effiziente Implementierung dieser Verfahren gefunden.

9Giehe die Literaturangaben in [84].

'"Die Scal,APACK-Bibliothek beinhaltet einen Teil der LAPACK (Linear Algebra Package) Routinen
[87], die fiir massiv parallele Systeme neu geschrieben wurden. Information iiber ScaLAPACK findet man
unter http://www.netlib.org/scalapack/index.html.
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7Zu 3: Wegen des Verlusts der Orthogonalitét der v; entstehen beim Lanczos-Verfahren Ei-
genwerte von T, die keine Ndherungen zu Eigenwerten von A sind. Man nennt diese
Eigenwerte scheinbar. Mit numerischen Experimenten haben Cullum und Willough-
by gezeigt, daB scheinbare Eigenwerte von T gleichzeitig Figenwerte von 7@ sind.
7@ entsteht, wenn man aus T™ die erste Zeile und Reihe entfernt. Wenn man das
charakteristische Polynom von T, also det(T™ — u[), mit a,,(p), seine Ableitung
mit al () und das charakteristische Polynom von T@ mit az(p) bezeichnet, dann
haben Cullum und Willoughby nachgewiesen, dafl die obere Schranke fiir den Fehler
dafiir, daBl g, T™z = pz, auch Eigenwert von A sei, durch

m+1

€ = 1:[2 13i1 /a3 () az ()] (3.69)

gegeben ist. Hier sieht man: wenn g auch Eigenwert von 7@ ist, dann wird die
Schranke ¢, sehr gro. Damit hat man ein Verfahren, um scheinbare Eigenwerte von
T™ zu identifizieren, ohne auf Reorthogonalisierung zurtickgreifen zu miissen.

Ein weiteres Problem beim Lanczos-Verfahren ist, dafl die Multiplizitdten der Eigen-
werte von T" nicht mit denjenigen von A iibereinstimmen. Ein mehrfach auftretender
Eigenwert ist jedoch vom numerischen Standpunkt her willkommen, denn er ist be-

reits zu einem Eigenwert von A konvergiert.

Bei unserem Problem und bei den Gittergrofen, auf denen wir simulierten, werden zwei
Eigenwerte von T™ als gleich gewertet, wenn sie um weniger als 7-107!° differieren. Eigen-
werte von T™ und 72 werden als gleich identifiziert, wenn sie sich ebenfalls um weniger als
diesen Tolenranzwert unterscheiden. Es wird auBerdem fiir die Lanczos-Tridiagonalisierung
m =V gesetzt. Damit ist es immer moglich % verschiedene Eigenwerte von —(ZDKS)Q zZu
finden.

Anstatt die umstandliche Fehlerabschitzung (3.69) zu berechnen, testen wir die Giite der
Eigenwerte durch Nachpriifen von

KS\2 L 2 dim
Sp[=(P™7)] = 2N = NV (3.70)
=1

Diese Relation'' war fiir jedes Spektrum mit einer Abweichung von < 10~ erfiillt.

Aus (3.24) berechneten wir mit den numerisch bestimmten Eigenwerten das chirale Kon-
densat und verglichen die Ergebnisse mit denen, die wir mit (1.36) erhalten haben. Das
Ergebnis dieses Vergleichs fiir f-Werte im Bereich starker Kopplung mit dynamischen Fer-
mionen ist in Tabelle 3.1 wiedergegeben.

Tabelle 3.2 zeigt denselben Vergleich fiir Simulationen in statischer Ndherung bei -Werten,
die sich vom Bereich starker bis schwacher Kopplung erstrecken. Diese Tabelle enthilt auch

""Diese Relation erhilt man sofort aus dem Diagonalanteil von —(p%)? dim g
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Ny | B | Masse | #Konf | (Yi(m))sy | (P3(m))pes
I ] 1.7]0.01500 | 1700 | 0.2443(11) | 0.2439(17)
1.7 [0.00750 | 1000 | 0.2153(14) | 0.2151(27)
1.8 [ 0.01500 | 1799 | 0.1520(14) | 0.1513(15)
2 [1.3]0.00750 | 1023 [ 0.2666(12) | 0.2695(16)
1.3 [0.00550 | 1042 | 0.2472(11) | 0.2465(21)
1.3 [ 0.00375 703 | 0.2072(21) | 0.2075(26)

Tabelle 3.1: Chirales Kondensat fiir die Daten mit dynamischen Quarks und V = 8% einmal nach
(3.24) mit Spektrum (Sp) und nach (1.36) (Def) berechnet.

B V| #Konf | (o(m))sy | (p(m))nes | ($1(m))rir
18] 87| 1999 ]0.1954(1) ] 0.1953(1)
22| 8'| 4637 | 0.1155(2) | 0.1154(2) | 0.1194(28)
24| 87| 1000 | 0.0735(5) |0.0735(6) | 0.0730(10)
24167 | 921 | 0.07433(7) | 0.07435(7)
25| 16° | 543 | 0.06391(5) | 0.06391(5)

Tabelle 3.2: Chirales Kondensat fiir die Daten ohne dynamische Quarks (quenched) einmal nach
(3.24) mit Spektrum (Sp) und nach (1.36) (Def) berechnet. Die Werte von (1)(m)) . sind [88]
entnommen.

Werte des chiralen Kondensats aus der Literatur.

In Tabelle 3.3 fassen wir schlieilich die kleinsten Eigenwerte der Spektren zusammen, die
wir numerisch in statischer Nidherung berechnet haben. Das Spektrum mit V' = 16* und
B = 2.4 hat beispielsweise V/2 = 32768 verschiedene Eigenwerte und erstreckt sich iiber

vier GroBenordnungen.

3.3.2 Rechenleistung und Skalierbarkeit

Nach der Beschreibung der Implementierung sollen jetzt Rechenleistung und Skalierbar-
keit des Programmecodes auf der T3E-900 abgeschétzt werden. Alle Berechnungen sind in
doppelt genauer Gleitkommaarithmetik durchgefithrt (64 bit IEEE).

Fiir das HMC-Programmcode mit Spektrumsberechnung haben wir drei Messungen der
Skalierbarkeit durchgefithrt und zwar bei einer Eichfeldkopplung § = 2.0 und einer Fer-
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‘ /3‘ V‘#Konf‘<)\mm> ‘Tm ‘

1.8 | 8§t 1999 | 0.00295(3) | 0.69(7)
2.0 | 44 9979 | 0.0699(5) | 1.3(1)

64 4981 | 0.0127(1) | 0.69(5)

84 3896 | 0.00401(3) | 0.71(6)

10* | 1416 | 0.00164(2) | 0.7(1)

2.2 64 5542 | 0.0293(3) | 1.7(2)

)

)

84| 2979 | 0.0089(1) | 1.2(2
24167 | 921 | 0.00390(9) | 1.2(3
25| 8*| 576 | 0.194(9) | 8(3
16° | 543 | 0.016(2)

Tabelle 3.3: Mittelwert des kleinsten Eigenwerts < A.,;, > in Einheiten 1/2a fiir die Gitterdaten
in statischer Niaherung.

mionenmasse m = 0.01 auf zwei verschiedenen GittergroBen: 16* und 32 - 16° und bei
m = 0.02 auf 327 - 162.

In Abb. 3.3 ist die relative Leistungssteigerung des Codes fir diese Parameter gegen die
Anzahl der Prozessoreinheiten aufgetragen. Die Leistungssteigerung ist auf die Rechenzeit
mit 16 Knoten normiert. Fiir das 16* Gitter ist die relative Leistungssteigerung bei 256
CPUs 8.32. Bei idealer Skalierung sollte diese 16 erreichen. Der Kommunikationsverlust
betragt also bei 256 Prozessoren etwa 48% fiir dieses Gitter, fiir das mittlere Gitter 35%
und fiir das grofite 21%, was einer guten Skalierbarkeit des Codes auf grofieren Gittern
entspricht. DaB die Leistungssteigerung fiir kleinere Gitter bei héherer Prozessoranzahl so
stark abbricht, ist verstdndlich, denn bei Verwendung von 256 Prozessoren haben die lo-
kalen Gitter eine Grofe von resp. 4, 8 - 4% und 8? - 42| was zu einem Oberfliche/Volumen
Verhéltnis von resp. 2.03, 1.61 und 1.26 und somit zu héherem Kommunikationsaufwand
fihrt, je kleiner das Gitter ist.

Hier noch einige Angaben zu Rechenleistung und Rechenzeiten fiir die Erzeugung einiger
der Daten aus Kapitel 4:

e Die Leistung pro Prozessor fiir die Daten ohne dynamische Fermionen auf dem 16*
Gitter ber1 f = 2.4 1st ~ 37 MFLOPS. Ein Monte-Carlo-Update mit Spektrumsbe-
rechnung braucht mit diesen Simulationsparametern ~ 550 sec CPU-Zeit auf 128
Knoten.

e Mit dynamischen Fermionen der Masse m = 0.0055, 3 = 1.3 und Ny =2 auf einem

8* Gitter betragt die Rechenleistung &~ 83 MFLOPS pro Knoten. Die CPU-Zeit fiir
ein Update mit Spektrum betriagt auf 16 PEs & 885 sec.
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Abbildung 3.3: Relative Leistungssteigerung bei Verdopplung der Anzahl der Prozessoren. Die
Leistungssteigerung ist auf die ben6tigte CPU-Zeit mit 16 Prozessoren normiert. Die Gerade stellt
die ideale Leistungssteigerung dar.



Kapitel 4

Ergebnisse

In diesem Kapitel werden weitere Resultate dargestellt und interpretiert. Zundchst werden
die Frgebnisse der Tests der einfachsten Leutwyler-Smilga-Summenregel ohne dynamische
Quarks wiedergegeben. Dann vergleichen wir die Fluktuationen der kleinsten Figenwerte des
Dirac-Operators aus den HMC-Daten mil den Vorhersagen der chiralen Random-Malriz-
Theorie. Dieser Vergleich wird auch auf die Theorie mil dynamischen Fermionen erstreckt.

4.1 Leutwyler-Smilga-Summenregel

Die Daten, die im Rahmen dieser Dissertation entstanden sind, wurden mit SU,(2)-Eich-
feldern und Kogut-Susskind-Fermionen erzeugt. Das bedeutet, dall die Matrixelemente des
Dirac-Operators sich in reellen Quaternionen anordnen lassen. Das entsprechende chirale
Random-Matrix-Ensemble ist das chGSE. Fiir diesen Fall ist die einfachste Summenregel
im chiralen Limes durch (3.59) mit 8 = 4 gegeben [82]

Lo > Lo »?
V2 A2 70 (Ng 42|+ 1)

An>0

(4.1)

Fiir die Daten ohne dynamische Fermionen — Ny = v = 0 — haben wir die Summenregel
(4.1) getestet. Das Ergebnis ist in Tabelle 4.1 zu sehen. Die Abweichung in der letzten
Spalte ist die Differenz von (>, A~?)/V? und ¥?/2 dividiert durch den Mittelwert dieser
GroBlen. Man sieht, daf die Ubereinstimmung mit zunehmendem Volumen besser wird, was
verstandlich ist, da die Summenregeln im thermodynamischen Limes gelten. Das chirale
Kondensat ¥ wurde nach der Banks-Casher-Formel (3.28) aus p(0) bestimmt. Dazu wurden
Fits an p()A) im Bereich kleiner A’s mit Polynomen ersten, zweiten und dritten Grades
gemacht. Der Fehler von ¥ ist eine Abschitzung aus der Variation von p(0) beziiglich

61
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3 V Y (>, A% V2 ¥2/2 Abweichung [%]
2.0 4% 0.1131(19) | 7.76(10)-107% | 6.40(21)-10~3 19.2

2.0 | 6*| 0.1209(16) | 8.61(61)-107* | 7.31(19)-1073 16.3

2.0 | 8| 0.1228(25) | 8.20(20)-107* | 7.54(31)-1073 8.4

2.0 | 10% | 0.1247(22) | 7.97(30)-1073 | 7.78(27)-1073 2.4

2.2 | 6% ] 0.0540(06) | 1.82(06)-10~* | 1.46(03)-10~" 21.9

2.2 | 8] 0.0556(19) | 1.67(03)-1073 | 1.55(11)-1073 7.45

2.4 | 16" | 0.00863(48) | 3.97(14)-107° | 3.72(42)-10° 6.50

2.4 | 147 | 0.00947(85)

Tabelle 4.1: Vergleich der Gitterdaten und der analytischen Vorhersage fiir die Leutwyler-Smilga-
Summenregel (4.1). Der Wert von 3 auf dem 14* Gitter ist aus [62] zum Vergleich angefiihrt.

Anderung des Grades des Fitpolynoms, der BingroBe bei der Berechnung von p()) und der
GrofBe des Fitintervals.

Die Summenregel (4.1) ist fir den masselosen Dirac-Operator hergeleitet. Da auf dem
Gitter mit endlicher Quarkmasse simuliert werden muf', kann man mit den Gitterdaten,
die mit dynamischen Fermionen erzeugt wurden, nur massive Summenregeln testen. Fiir
(3 = 4 sind solche Summenregeln in [89] fiir Ny = 1 und Ny = 2 hergeleitet. Die Daten dieser
Dissertation wurden mit Ny = 0, 2 und 4 erzeugt. Ein Test der massiven Summenregel mit
Ny = 2 mit unseren Daten ergab eine Abweichung von 30%. Diese grofie Diskrepanz konnte
ein Effekt des endlichen Volumens sein. Zu dieser Frage wurde jedoch keine systematische
Untersuchung durchgefiihrt.

4.2 Fluktuationen der kleinsten Eigenwerte

4.2.1 Statische Niherung

Hier werden zunéchst die Ergebnisse in statischer Naherung dargestellt [90]. In dieser Nihe-
rung werden die Gittervariablen U; , mit dem Gewicht e=%¢ erzeugt, das bedeutet, daff nur
die Gluondynamik beriicksichtigt wird. Mit der so erzeugten Konfiguration wird der Dirac-
Operator (3.2) diagonalisiert. Im Vergleich zu Simulationen mit dynamischen Fermionen
war es in der statischen Naherung moglich, eine grole Anzahl an Konfigurationen zu er-
zeugen und auf gréBeren Gittern zu rechnen, wie man aus den folgenden Abbildungen und
aus Tabelle 3.3 entnehmen kann.

Wir sind besonders an den Bereich kleiner Eigenwerte interessiert, denn wir wollen die

Gitterdaten mit den analytischen Vorhersagen der chiralen RMT fiir die Verteilung des

'Das Verfahren des konjugierten Gradienten funktioniert nur mit m # 0.
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kleinsten Eigenwerts P(Amin) (3.57) und fir die mikroskopische Spektraldichte (3.54) mit
Ny = v = 0. Es soll hier nochmal ausdriicklich betont werden, dafl die RMT-Vorhersagen
(3.54) und (3.57) im Grenzwert V' — oo hergeleitet sind. An Stelle von (3.54) kann man
fiir die mikroskopische Spektraldichte den vereinfachten Ausdruck fiir Ny = 0 betrachten

1 2z

ps(z) = Z[Jg(Qz) + Jf(?z)] - §J0(22) ; dtJo(t) (4.2)

mit z = AVX. Nach der Definition der mikroskopischen Spektraldichte
. 1 z
ps(z) = Jim w=p(yw)

berechnet man diese aus den Gitterdaten, indem man die numerische Zustandsdichte p(\)
mit VY reskaliert. Die Skala V¥ wird aus den numerischen Daten bestimmt: V' ist das
Volumen und ¥ der Absolutbetrag des chiralen Kondensats bei m = 0. Wie man ¥ aus

den Gitterdaten bestimmt, wurde im vorigen Paragraph beschrieben. Das gleiche gilt fur

die Verteilung des kleinsten Eigenwertes, hier nochmal:

m 1.y . )2
P()‘min) - \/gc (C)‘min)g/QIB/Q(C)\min) e_i(b/\mm) (43>

mit ¢ = VY, der gleichen Skala wie fiir pg(z). Das bedeutet, daB die Random-Matrix-

Vorhersagen parameterfrei sind.
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Abbildung 4.1: Mikroskopische Spektraldichte (obere Reihe) und Verteilung des kleinsten Ei-
genwertes des Dirac-Operators fiir vier verschiedene Gittergréfen und g = 2.0. Die Histogramme
sind aus Gitterdaten berechnet, die Kurven sind die Vorhersagen der Random-Matrix-Theorie

(4.2) und (4.3).
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In Abbildung 4.1 sind die Resultate dieses Vergleichs fiir beide Spektralgréfen dargestellt.
Hier ist die Kopplungskonstante fest bei 3 = 2.0, also im Bereich starker Kopplung. Das
Gittervolumen wird von V = 4% bis auf V = 10* vergréBert. Insbesondere fiir die mi-
kroskopische Spektraldichte ist eine bessere Ubereinstimmung zwische Gitterdaten und
analytischer Vorhersage fiir wachsendes Volumen deutlich zu sehen. Die Werte von Y, die
zur Reskalierung von A verwendet wurden, sind aus Tabelle 4.1 entnommen.

Wiederholt man den Vergleich mit schwiacherer Kopplung namlich 8 = 2.2, dann andert
sich das Bild. In Abbildung 4.2 ist das zu sehen: Man braucht bei 3 = 2.2 groere Gitter-

volumina, um die gleiche Qualitat der Ubereinstimmung wie bei # = 2.0 zu erreichen.
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Abbildung 4.2: Mikroskopische Spektraldichte und Verteilung des kleinsten Eigenwertes fiir zwei
verschiedene Gittervolumina und § = 2.2. Die Histogramme sind aus Gitterdaten berechnet, die
Kurven sind die Vorhersagen der Random-Matrix-Theorie (4.2) und (4.3).

Das wird nochmal durch die Resultate in Abbildung 4.3 bestatigt. Hier ist das Gittervolu-
men fest auf V' = 8* und 8 wird von links nach rechts von schwacher zu starker Kopplung
variiert. Und auch hier sieht man eine Verschlechterung fiir schwécher werdende Kopp-
lung.

Man kann also aus den bisherigen Resultaten schliefen, daf die Ubereinstimmung von
QCD-Daten und Random-Matrix-Vorhersagen mit V' — oo und § — 0 besser wird, d.h.

immer mehr Maxima und Minima der numerisch berechneten mikroskopischen Spektral-
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Abbildung 4.3: Mikroskopische Spektraldichte (oben) und Verteilung des kleinsten Eigenwertes
fiir feste GittergroBe V = 8* und Kopplungskonstanten von links nach rechts 3 = 2.2, 2.0, 1.8.
Die Histogramme sind aus Gitterdaten berechnet, die Kurven sind die Vorhersagen der Random-
Matrix-Theorie (4.2) und (4.3).

dichte werden durch den analytischen Ausdruck (4.2) parameterfrei modelliert. Die Ver-
besserung mit V' — oo ist klar, da die RMT-Vorhersagen in diesem Limes hergeleitet sind.
Die Verbesserung mit 3 — 0 liegt an dem Zusammenhang (1.39) zwischen Gitterkonstante
a und g bzw. 3 = 4/g¢* Fiir 3 — 0 wird aAy, grofer und somit wichst das physikalische
Volumen, obwohl das Gitter dann grobmaschiger wird. Vom Standpunkt der Kontinuums-
physik sind aber die Grenzwerte V' — oo und 8 — oo (¢ — 0) interessant. So vergrofierten
wir das Volumen auf 16* und 3 auf 2.4. Das chirale Kondensat ist dann sehr klein (siehe
Tabelle 4.1). Diese Parameter sind also gerade noch im Giiltigkeitsbereich der Random-
Matrix-Vorhersagen und auch hier stellt man noch eine sehr gute Ubereinstimmung mit
den Gitterdaten fest, wie in Abbildung 4.4 zu sehen ist.

Auf dem grofiten Gitter diagonalisierten wir den Dirac-Operator auch bei 8 = 2.5. Wie
wir festellten, liegt die Simulation mit diesen Parametern aulerhalb des Bereichs giiltiger
RMT-Vorhersagen, aber wir fanden trotzdem einige interessante Besonderheiten. Vergleicht
man namlich die Zeitentwicklung des chiralen Kondensats < 1¢)(m) > fiir die Daten mit
V = 16* und 3 = 2.5 mit jener der Daten bei 3 = 2.4 wie in Abbildung 4.5, so sind beide

qualitativ nicht zu unterscheiden. Nur schwankt < ¢1(m) > um verschiedene Mittelwer-
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Abbildung 4.4: Mikroskopische Spektraldichte und Verteilung des kleinsten Eigenwertes fiir V =
16* und 8 = 2.4.

te, die in Tabelle 3.2 wiedergegeben sind. Sieht man sich aber die Zeitentwicklung des
kleinsten Eigenwerts Apin in Abbildung 4.6 an, dann stellt man fest, dafl bei g = 2.5 die
Daten offensichtlich starker korreliert sind und zwischen zwei verschiedene Phasen schwan-
ken, was moglicherweise ein Anzeichen fiir nahezu kritisches Verhalten ist. Bei § = 2.4
sind keine solche Schwankungen zu beobachten. Dieser Unterschied schldgt sich auch in
den verschiedenen Werten der integrierten Autokorrelationszeiten von Ay, fir diese Laufe

nieder:

Tt = 1.2(3) fir g=24
Tt = 12(7) fir [ =2.5.

Noch drastischer wird dieser Unterschied, wenn man A, fiir beide (3-Werte wie in Ab-
bildung 4.7 auf gleicher Skala auftragt. Erstrecken sich die Fluktuationen des kleinsten
Eigenwertes bei § = 2.4 tiber eine Groflenordnung, so sind die grofiten auftretenden Eigen-
werte bei = 2.5 50 Mal groler als die kleinsten. Zum Vergleich sind beide Verteilungen
in einer einzigen Abbildung 4.8 aufgetragen.

Zusammenfassend kann man sagen, daB im Gegensatz zu < ¥1)(m) > Amin ein sehr emp-
findlicher Indikator fiir kritisches Verhalten des Systems ist.
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Abbildung 4.5: Zeitentwicklung des chiralen Kondensats fiir das Gittervolumen 16*

Simulationszeit

(links) und 8 = 2.5 (rechts).
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Abbildung 4.6: Zeitentwicklung
f = 2.5 (rechts), unterschiedliche

von Amin fiir das Gittervolumen 16* und f
Skala fiir Amin.
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Abbildung 4.7: Zeitentwicklung von A, fiir das Gittervolumen 16* und 8 = 2.4 (links) und
[ = 2.5 (rechts), gleiche Skala fiir Amin.
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Abbildung 4.8: Verteilung des kleinsten Eigenwertes P(Amin) fiir das Gittervolumen 16%. Die
linke Kurve ist fiir 8 = 2.4, die rechte fiir g = 2.5.

SchlieBlich ist in Abbildung 4.9 der mikroskopische Limes ps(z,y) (3.58) aus den Git-
terdaten bei 8 = 2.0 und V = 8* als Funktion von z fiir festes y zusammen mit der
RMT-Vorhersage hierfiir aufgetragen. Auch hier ist die Ubereinstimmung trotz der fiir ei-
ne Zweipunkt-Clusterfunktion relativ geringen Statistik beeindruckend.

Fiir die Gitterdaten bei 8 = 2.0, V = 10* und 8 = 2.4, V = 16* berechneten wir die
auf Eins normierte mittlere Spektraldichte p(A)/V. Das Ergebnis ist in Abbildung 4.10 zu
sehen, wobei nur die Spektraldichte positiver Zustande dargestellt ist. Da die Eigenwerte
in Paaren +X; vorkommen, mufl man sich p(A) symmetrisch zur Ordinate zu negativen
A’s hin fortgesetzt vorstellen. Nach der Banks-Casher-Relation (3.28) hiangt der Wert von
p(0) direkt mit dem Ordnungsparameter des chiralen Phaseniibergangs zusammen. Man
sieht eine deutliche Abnahme von p(0) beim Ubergang von 3 = 2.0 nach 8 = 2.4. DaB die
Dichte fiir grofle A’s abbricht, ist ein Effekt des endlichen Gittervolumens.

Was macht die Random-Matrix-Theorie fiir Vorhersagen iiber die mittlere Spektraldichte?
Integriert man die Verbundswahrscheinlichkeitsdichte (3.50) tiber A, so erhélt man fiir
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Abbildung 4.9: Mikroskopischer Grenzwert der Zweipunkt-Clusterfunktion fiir einen festen y-
Wert. Das Histogramm ist aus Gitterdaten berechnet, die Kurve ist die RMT-Vorhersage aus
[74].
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Abbildung 4.10: Auf Eins normierte mittlere Spektraldichte fiir A > 0.
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B =1,2 und 4 im Grenzwert grofler n fiir die mittlere Spektraldichte

0 = {%,/4/22—A2 A< 2/% (4.4)

0 A > 2/,

Das wurde 1957 von Wigner [93] fiir § = 1 gezeigt. Wenn man in (4.4) 2/¥ als Energie-
einheit einfithrt, dann ist mp(\)/V'E halbkreisformig (man erinnere sich, dal 2n = N =V
ist). (4.4) ist in der englischsprachigen Fachliteratur als Wigner semi-circle law bekannt.
Fiir die meisten physikalischen Systeme ist eine solche Dichte nicht realistisch und offenbar
ist es auch im vorliegenden Fall so. In der Tat hat es sich herausgestellt, daff im Allge-
meinen die gaufische RMT unbrauchbar ist fiir die Vorhersage von globalen Eigenschaften
eines Spektrums wie z.B. die mittlere Dichte. Die lokalen Vorhersagen der gauBschen RMT
sind dagegen in Ubereinstimmung mit den Beobachtungen. Diese sind beispielsweise die
mikroskopische Spektraldichte pg(z), die Fluktuationen des kleinsten Eigenwerts um sei-
nen Mittelwert oder die mikroskopische Clusterfunktionen. Da im allgemeinen Ereignisse,
die sich auf extrem unterschiedlichen Skalen abspielen, fast keinen Einfluf} aufeinander ha-
ben [94], konnen diese voneinander unabhéngig behandelt werden. Man kann die chiralen
Random-Matrix-Ensembles als gute Modelle zur Beschreibung von Fluktuationen betrach-

ten.

4.2.2 Dynamische Fermionen

Nachdem der Vergleich von RMT-Vorhersagen mit QCD-Gitterdaten in der statischen
Niherung so gute Ubereinstimmung zeigte, war die niichste Frage: Kann die chirale RMT
auch Gitterdaten, die mit dynamischen Fermionen erzeugt wurden, richtig modellieren?
Was die QCD-Simulationen in diesem Fall angeht, so nehmen sie viel mehr Rechenzeit
in Anspruch als in der statischen Néherung, da im Hybrid-Monte-Carlo-Algorithmus bei
jedem leapfrog-Schritt die Fermionenmatrix MTM invertiert werden mufl. Braucht man
beispielsweise fiir ein Update mit Spektrumsberechnung in der statischen Naherung 445
Sekunden CPU-Zeit auf einem 12* Gitter, so sind es mit dynamischen Fermionen mit
m = 0.015 1248 Sekunden. Es war also unumganglich, die Simulation in diesem Fall auf
ein relativ kleines Gittervolumen zu beschrinken und zwar V = 8%,

Mit den dynamischen Fermionen tritt ein neuer Parameter in die Simulation ein, namlich
die Quarkmasse m. In welcher GréBenordnung sollte m in den Gittersimulationen gewéhlt
werden, um eine Ubereinstimmung zwischen RMT- und QCD-Daten zu sehen? Ein Teil
der Antwort ist in der Ungleichung (3.32) enthalten: In diesem Bereich wird die QCD-
Zustandssumme durch die Zustandssumme der effektiven chiralen Stérungstheorie (3.33)
und durch die chirale RMT beschrieben. (3.32) und die Tatsache, da nach der Gell-Mann-

Oakes-Renner-Relation® Sm? f2 ~ mY ist und also das Quadrat der Pionmasse der nackten

2 f ist die Pionzerfallskonstante.
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Ny | B | Masse | #Konf by mVy
1 1.7 1 0.01500 1700 | 0.1124(8) | 6.91
1.7 | 0.00750 1000 | 0.1078(8) | 3.31
1.8 | 0.01500 1799 | 0.1250(46) | 7.68
2 | 1.3]0.00750 | 1023 | 0.2846(33) | 8.74
1.3 | 0.00550 1042 | 0.2800(45) | 6.31
1.3 | 0.00375 703 | 0.2772(42) | 4.26

Tabelle 4.2: Chirales Kondensat X fiir die Daten mit dynamischen Fermionen.

Quarkmasse proportional ist [95], ergeben fiir die Wahl von m die Forderung
1

= AgepVV'

Wenn man die Zustandssumme (3.47) betrachtet, dann ist klar, dafB§ ein eventueller Effekt

dynamischer Quarks auf die Fluktuationen der kleinen Eigenwerte nur sichtbar sein wird,

m < (4.5)

wenn die Quarkmasse in der Gréfenordnung kleiner Eigenwerte ist. Fir die reskalierten
Groflen fordern wir also:

p = mVi~ z = AVE~ O(1). (4.6)
Fir die Wahl von m in den Simulationen heifit das:
m~1/VE, (4.7)

was mit (4.5) kompatibel ist. Mit m >> 1/VE bzw. y >> 1 wiirde man Ergebnisse erwar-
ten, die mit denen in der statischen Naherung identisch sind.

In Tabelle 4.2 sind die Daten, die wir mit dynamischen Fermionen erzeugt haben, zusam-
mengestellt. Die 3-Werte 1.7, 1.8 bzw. 1.3 sind so gewéhlt, dafl das System fiir alle Massen
m in der chiral gebrochenen Phase ist [96]. Bevor die Ergebnisse vorgestellt werden, ist
eine Bemerkung zur Flavoranzahl angebracht: N ist die Anzahl der Flavors, die in die
Gittersimulation eingeht. Wie in Paragraph 1.3.2 erklart wurde, ist also Ny die Anzahl der
Komponenten der Kogut-Susskind-Fermionfelder auf jedem Gitterpunkt. Im Kontinuum
entsprechen diesen Feldern physikalische Quarks mit Nf = 4 - Ny. Bei unseren Untersu-
chungen vergleichen wir die Gitterdaten fiir Nf mit den RMT-Vorhersagen fiir Ny = Nf/Q.
Warum das so ist, soll beispielsweise fiir Ny = 1 erlautert werden:

1. Auf dem Gitter ist die chirale Symmetrie U(4) Q U(4) der Kontinuumswirkung zu
einer U(1) @ U(1) Symmetrie heruntergebrochen. Das wiirde bedeuten, daff man in
der Zustandssumme (3.47) und somit in allen daraus abgeleiteten RMT-Ergebnissen

die Flavoranzahl wie bei den Gittersimulationen Ny = 1 setzt.
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Abbildung 4.11: Das Histogramm ist die Verteilung des kleinsten Eigenwertes fiir Ny = 8 und
m = 0.00375 aus den numerischen Daten. Die Kurven sind die RMT-Vorhersagen fiir Ny = 4,8,16
und die zu m zugehérige reskalierte Masse p = mVX: = 4.26.

2. Wegen der Ladungskonjugationssymmetrie (3.10) der Kogut-Susskind-Fermionen mit
N, = 2 ist das Spektrum des Dirac-Operators zweifach entartet. In der Berechnung
von (3.47) wird jedoch diese Entartung nicht beriicksichtigt. Also muB in den RMT-

Resultaten die Flavoranzahl N, mit der simuliert wird, verdoppelt werden, hier also
Ny =2.

In Abbildung 4.11 ist ein Vergleich von P(Amin) aus den Gitterdaten fir Nf = 8 und
m = 0.00375 mit den RMT-Vorhersagen fir verschiedene Flavoranzahlen und der zu die-
sem m zugehorigen reskalierten Masse p = mVY = 4.26. Da} die Gitterdaten mit der
Vorhersage fiir Ny = 4 tibereinstimmen, ist ein Hinweis fiir die Richtigkeit der obigen Ar-
gumente. Tm Kontinuumslimes wiirde man Ubereinstimmung zwischen numerischen Daten
und Vorhersagen der RMT fiir Ny = 16 erwarten.

In Abbildung 4.12 sind unsere Resultate fir § = 1.8, Nf = 4 und m = 0.015 darge-
stellt [80]. Die drei Kurven, die aufler dem Histogramm zu sehen sind, stellen die RMT-
Ergebnisse fir die statische Naherung (Ny = 0, y = oo), fiir Ny = 2 im chiralen Limes und
fir Ny = 2 und p = 7.68 dar. Diese Vorhersagen wurden in Paragraph 3.2.2 vorgestellt.
Die Gitterdaten werden bei diesen Parametern nicht mehr ganz von den Vorhersagen fiir
Ny = 0 modelliert. Sie liegen jedoch ndher bei dieser Ndaherung als bei den Vorhersagen
im chiralen Limes. Das bedeutet, da} die Quarks mit reskalierter Masse y = 7.68, was die
mikroskopische spektrale Eigenschaften betrifft, immernoch sehr schwer sind. Ganz gut ist

die Ubereinstimmung mit den aus den schieforthogonalen Polynomen numerisch bestimm-
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Abbildung 4.12: Verteilung des kleinsten Eigenwertes (links) und mikroskopische Spektraldichte
(rechts) mit Ny = 4. Die Histogramme sind aus Gitterdaten gewonnen. Die Kurven sind RMT-
Resultate fiir die statische Ndherung Ny = 0, fiir Ny = 2 im chiralen Limes p = 0 und fiir Ny = 2
und p = 7.68.

ten Vorhersagen fir Ny = 2 und p = 7.68.

Da die RMT-Kurven im chiralen Limes fiir groBere Flavoranzahlen weiter weg von denen
fiir die statische Néherung sind, kann man den Effekt massiver dynamischer Quarks in
diesem Fall deutlicher sehen. Aus diesem Grund haben wir die gleiche Untersuchung mit
Nf = 8 und drei verschiedenen Massen m = 0.0075,0.0055,0.00375 wiederholt. Nach der
obigen Argumentation miissen die Gitterdaten fiir Z\~ff = 8 mit RMT-Resulaten fiir Ny =4
und den entsprechenden reskalierten Massen yp = mV'Y verglichen werden. Wie in Abbil-
dung 4.13 zu sehen ist, bewegen sich die Histogramme der Gitterdaten fir kleiner werdende
Masse weg von den RMT-Kurven im statischen Limes hin zu denen fiir das chirale Limes.
Fiir die grofite Masse p = 8.74 sind die Histogramme jedoch immernoch ziemlich nah bei
den Kurven fiir Ny = 0. Fir g = 4.26 sind sie schon auf halbem Weg zu dem chiralen
Limes. Unsere qualitative Forderung p ~ O(1) kann jetzt also auf Grund dieser Resultate
prazisiert werden: y ~ 10 ergibt Resultate, die nédher bei p = oo als bei p = 0 sind. Erst
wenn p < 4 wird, erhélt man Histogramme, die dem chiralen Limes deutlich naher sind.
An dieser Stelle soll noch einmal betont werden, dafl die einzigen Parameter, die in den
Vergleich eingehen, das chirale Kondensat ¥ und das Volumen V sind. ¥ wurde wie auch im
Fall statischer Fermionen aus p(0) bestimmt. Man kénnte auch umgekehrt die Histogramme
an die RMT-Kurven anpassen und daraus ¥ gewinnen. Wie man im néchsten Paragraph
sehen wird, ist das eine Methode, die teilweise die Effekte des endlichen Gittervolumens
eliminiert. Dann wire die Ubereinstimmung der Ergebnisse besser. Wir wihlten jedoch
den umgekehrten Weg, denn das Ziel war zunichst, die parameterfreie Ubereinstimmung

von Gitterdaten und RMT-Vorhersagen nachzuweisen.
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(rechts) mit Nf = 8. Die Histogramme sind aus Gitterdaten gewonnen. Die Kurven sind Resultate
der RMT fiir die statische Naherung Ny = 0, fiir Ny = 4 im chiralen Limes y = 0 und fiir Ny =4

und drei verschiedene Massen p = 8.74,6.31,4.26.
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4.3 Random-Matrix-Universalitat

Die RMT liefert offensichtlich analytische Ausdriicke, die parameterfrei eine QCD beschrei-
ben, die nicht auf ein endliches Volumen, auf endliche Massen und auf die Diskretisierung
von Raum und Zeit beschriankt ist. Kann man daraus etwas gewinnen? Dieser Frage wird

in den folgenden drei Paragraphen nachgegangen.

4.3.1 Thermodynamischer Limes

Wie am Schufl von Paragraph 4.2.2 angedeutet, wird das chirale Kondensat ¥ aus den Git-
terdaten mittels (3.28) bestimmt. Geht man von der Ubereinstimmung von numerischen
Daten und RMT-Vorhersagen aus, so kénnte man das chirale Kondensat ¥ bestimmen,
indem man die Energieskala der mikroskopischen Spektraldichte oder der Verteilung des
kleinsten Eigenwertes, die man aus den Gitterdaten berechnet hat, an die Skala der ent-
sprechenden RMT-Resultate anpafit. Das wurde fiir ps(z) mit den Daten bei 8 = 2.0 und
L =4,6,8,10 gemacht. Die so erhaltenen Werte von ¥ werden mit denen aus Tabelle 4.1,
die mittels Banks-Casher-Relation aus p(0) bestimmt wurden, verglichen. Das Ergebnis ist
in Abbildung 4.14 und Tabelle 4.3 dargestellt. Die tiber Banks-Casher-Relation bestimmten
Werte von ¥ erreichen den thermodynamischen Limes erst fiir das grofite Gitter, wiahrend
die iiber RMT-Vorhersage bestimmten Werte schon fiir das kleinste Gitter mit diesem
Limes tbereinstimmen. Mit Hilfe der RMT-Resultate konnte man also schon auf verhalt-
nismafig kleinen Gittervolumina Informationen tiber Observablen im thermodynamischen

Limes gewinnen.

L| T (BC) | (RMT) | \2/dof
4 10.1131(19) [0.1262(17) | 6.75
6 |0.1209(16) | 0.1263(12) | 1.87
8 [0.1228(25) [ 0.1255(12) | 1.78
10 | 0.1247(22) | 0.1256(10) | 1.15

Tabelle 4.3: Das chirale Kondensat als Funktion des Gittervolumens einmal mittels Banks-
Casher-Relation (BC) und durch ein Fit an die RMT-Vorhersage fiir die mikroskopische Spekt-
raldichte (RMT) bestimmt. Siehe auch Abbildung 4.14.
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Abbildung 4.14: Extrapolation des chiralen Kondensats 3 zum thermodynamischen Limes mit-
tels Banks-Casher-Relation (3.28) und aus dem Fit der Gitterdaten von pg(z) an (4.2).

4.3.2 Topologie

Die in dieser Arbeit vorgestellten Ergebnisse sind mit topologischer Ladung v = 0 konsi-
stent. Das ist vermutlich so, weil auf dem Gitter die Quasi-Nullmoden mit der viel gréBeren
Anzahl an nicht Nullmoden véllig vermischt sind, so daf} die effektive topologische Ladung
Null ist. Nahert man sich dem Kontinuumslimes, dann erwartet man das Erscheinen to-
pologisch nichttrivialer Konfigurationen. Alle Gréflen werden dann gewichtete Mittelwerte
iber die verschiedenen Sektoren topologischer Ladung. Die RMT macht Vorhersagen fiir
die einzelnen Sektoren aber nicht fiir die Gewichtsfaktoren. In Abbildung 4.15 ist P(Amin)
fiir die Gitterdaten mit 8 = 2.4, V = 16* und die RMT-Ergebnisse fiir v = 0 und 1
aufgetragen. Mit diesen Parametern sind die Daten dem Kontinuum am nédchsten. Mogli-
cherweise sind die kleinen Abweichungen der Gitterdaten von den RMT-Vorhersagen nicht
nur auf Effekte des endlichen Volumens zuriickzufithren, sondern auf die Beimischung von

Konfigurationen mit v # 0.
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Abbildung 4.15: Verteilung des kleinsten Eigenwertes des Dirac-Operators auf dem Gitter (Hi-
stogramm) fiir 8 = 2.4 auf einem 16* Gittervolumen in der statischen N#iherung und RMT-
Vorhersagen fiir die topologische Sektoren v = 0 und v = 1.

4.3.3 ["J'bergang zum Kontinuum

Die Resultate der RMT modellieren spektrale Korrelationen, die aus Gitterdaten bei endli-
cher Gitterkonstante a berechnet wurden. Allerdings enthalten die Vorhersagen der RMT-
Informationen, die beim Ubergang zur QCD im Kontinuum niitzlich sein kénnten.

Da ist erst einmal die Frage der Flavoranzahl, die schon in Paragraph 4.2.2 erwahnt wur-
de. Beim Ubergang zum Kontinuum geht die U/(1) @ U(1)-Symmetrie der Kogut-Susskind-
Wirkung in die U(4) ® U(4)-Symmetrie der Kontinuumswirkung iiber. Dann wiirde man
eine Ubereinstimmung zwischen numerische Daten, die mit Ny = 4 erzeugt wurden, und
RMT-Resultate bei Ny = 8 erwarten.

Eine weitere Frage beziiglich des Kontinuumsiibergangs ist die Symmetrieklasse des Dirac-
Operators in diesem Grenzwert. Die mikroskopische spektrale Korrelationen des Kogut-
Susskind-Operators mit N, = 2 werden durch das chGSE beschrieben. Im Limes a — 0
geht P iiber in den Dirac-Operator in der fundamentalen Darstellung [97], dessen mi-
kroskopische spektrale Eigenschaften in die Klasse des chGOE fallen. Um zu sehen, ob
eines unserer statischen Datensétze einen Hinweis auf einen solchen Ubergang liefert, wur-
de die GroBe (Amin)/A((Amin)) aus den Gitterdaten berechnet und mit den von der RMT
vorhergesagten Werten 2.78 fiir das chGSE und 1.91 fiir das chGOE verglichen. Die beiden
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letzten Werte wurden aus

mit
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erhalten, wobei fiir P(Amin) der von Forrester [77] berechneten Ausdruck fiir das jeweilige

Ensemble einzusetzen ist. Die Werte fiir (Apin)/A((Amin)) aus den numerischen Daten sind

in Tabelle 4.4 zusammengetragen. Fiir die betrachteten Parametersitze sieht man keinen

Hinweis auf einen Ubergang zum Kontinuum. Hierzu mufl man vermutlich die Untersu-

chung auf groBere Gitter erweitern.

B V| #Konf | (Anin)/A({(Amin))
1.8 & ] 1999 2.70
2.0 8| 3896 2.88
2.0 | 10* | 1416 2.66
2.2 8 2979 2.63
2.4116* 921 2.42
2.5 16% 643 1.89
2.5 16% 432 2.861

Tabelle 4.4: (Amin)/A({Aminy) fiir verschiedene Datensitze. Die von der RMT vorhergesagten

Werte sind 2.78 fiir das chGSE und 1.91 fiir das chGOE. ! Hier wurden alle A

weggelassen.

2
min

> 0.0005



Kapitel 5

Schlu3bemerkungen und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurde gezeigt, dal es in der Quantenchromodynamik auf dem
Gitter universelle GroBen gibt, die mit Hilfe der Random-Matrix-Theorie exakt berechnet
werden kénnen. Der Vergleich der Gitterdaten mit den Vorhersagen der RMT ist parame-
terfrei und zwar sowohl in der statischen Naherung als auch bei Einbeziehung dynamischer
Fermionen. Allerdings beschrianken sich unsere Ergebnisse auf Simulationen mit SU.(2)-
Eichfeldern und Temperatur 7' = 0. Es wére daher sehr niitzlich, die im Rahmen dieser

Dissertation durchgefithrten Untersuchungen in folgender Weise zu erweitern:

— Es sollten die Untersuchungen mit dynamischen Fermionen mit weiteren Simula-
tionsparametern durchgefithrt werden, um auch hier die Universalitdt der RMT-

Vorhersagen fest zu etablieren.

— Es ware wiinschenswert, die Vermutung der Universalitat spektraler Korrelationen
auch bei endlicher Temperatur durch Gittersimulationen zu iiberpriifen. Hierzu gibt
es in der RMT eine Reihe schematischer Modelle, die einen chiralen Phaseniibergang

zweiter Ordnung mit mean-field kritischen Exponenten liefern [98].

— Interessant wire auch, den in Paragraph 4.3.3 erwiihnten Ubergang zum Kontinuum
der SU.(2)-QCD mit Kogut-Susskind-Fermionen zu untersuchen.

— Die Untersuchungen sollten auf Gittersimulationen mit SU.(3)-Eichfeldern ausgewei-
tet werden. Das ware vom Standpunkt der QCD realistischer. Auch im Rahmen der
RMT ist es einfacher, analytische Ausdriicke fiir die Spektralgrofien zu berechnen. In
[99] und [100] zeigt sich auch hierfiir eine erste Bestétigung der Universalitatshypo-
these.

— Eine sehr wichtige Frage ist die nach dem Giiltigleitsbereich von RMT-Vorhersagen
fiir das Spektrum des QCD-Dirac-Operators. Es hat sich gezeigt, dafi die RMT-
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Ergebnisse lediglich bis zu einer gewissen Energie gelten. Diese wird in Analogie zur
Physik der kondensierten Materie mit Thouless-Fnergie bezeichnet. Die Frage ist,
wie die Thouless-Energie von verschiedenen Simulationsparametern abhédngt. Diese
und dhnliche Fragen wurden in [101, 102] untersucht. Die Studie in [102] wird zur
Zeit erweitert, um auf quantitative Fragen eine Antwort zu finden.

Wie schon in Paragraph 4.3.2 angedeutet, sind unsere Ergebnisse mit topologischer
Ladung Null konsistent. Die RMT macht Vorhersagen fiir die verschiedenen topologi-
schen Sektoren und konnte somit als alternatives Mittel bei der Analyse von Fragen

der Topologie niitzlich sein.

Eine weitere interessante Frage i1st: Kann man die analytische Information tber die
kleinen Eigenwerte benutzen, um einen neuen fermionischen Algorithmus zu erfin-
den? Die Kenntniss kleiner Eigenwerte von [P ist von grofiter Wichtigkeit fiir das
Verstandnis der Performance von Simulationsalgorithmen mit dynamischen Fermio-
nen. 5o kann z.B. das Skalierungsverhalten von Algorithmen nahe dem chiralen Limes
durch den kleinsten Eigenwert der Dirac-Matrix ausgedriickt werden (siehe z.B. fiir
Wilson-Fermionen [103]). Die Studie [102] kommt in der statischen Ndherung zu dem
SchluB, daB die niedrigsten ~ 1/V'/10 Eigenwerte durch die RMT korrekt beschrieben
werden. Man koénnte sich also méglicherweise mit Hilfe der RMT-Ergebnisse den nu-
merischen Aufwand, der durch die niedrigsten Eigenwerte verursacht wird, ersparen.

Hier waren neue Ideen willkommen.

Die im Rahmen dieser Arbeit durchgefithrten Untersuchungen stellen somit einen viel-

versprechenden Ausgangspunkt fiir eine Vielzahl weiterer Studien dar, die moglicherweise

zu einem besseren Verstandnis verschiedener Aspekte der nichtperturbativen QCD fithren

konnen.
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